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Avant proposCe manus
rit présente les solutions des exer
i
es du livre Introdu
tion à la statistique.Il a été é
rit par Eva Restle, Reinhard Furrer, Thomas Gsponer et Andrei Zenide, quiont utilisé les esquisses de solutions préparées auparavant par Olivier Renaud, Anne-Catherine Favre, Estelle Martin et Jean-Paul Bonvin. Je suis sûr que les étudiants quiparti
ipent au 
ours probabilité et statistique à l'EPFL seront très 
ontents d'avoira

ès à 
ette 
olle
tion d'exer
i
es ave
 solutions. Quelques fautes dans les exer
i
es del'an
ienne édition du livre ont été 
orrigées et les solutions présentées i
i se réfèrent àla nouvelle édition. Je remer
ie mes assistants pour leur ex
ellent travail, qui j'espèresera appré
ié par tous les utilisateurs du livre.Lausanne, mars 2001 Stephan Morgenthaler
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2 Avant propos



Chapitre 1Représentations graphiques de données1. (a) Le diagramme bran
he-et-feuille nous donne :7 189 2310 115811 12356812 224613 3714 2(b) 10.3 .(
) Dans le boxplot 
i-dessous on remarque que la valeur 7.1 est une valeur aber-rante. La valeur trouvée au point (b) est le quartile inférieur qui déterminele niveau inférieur de la boîte (le re
tangle plein).
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2. (a) Le diagramme bran
he-et-feuille est le suivant :10 1459911 02347912 02368813 0558914 29915 016 117 22(b) q̂(50%) = 125.9, q̂(25%) = 113.5, q̂(75%) = 139.5 .
3



4 1 Représentations graphiques de données(
) Dans le boxplot 
i-dessous ainsi que dans le diagramme bran
he-et-feuille
i-dessus on remarque une asymétrie : la queue droite est plus lourde.
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(d) Après avoir tra
é le boxplot on peut a�rmer qu'il n'y a pas de valeur aber-rante.(e) Un graphique mettant en éviden
e l'évolution temporelle des pré
ipitations :
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Les points 
orrespondent au niveau de pré
ipitations alors que les droites lesreliant n'ont qu'un r�le graphique pour mieux mettre en éviden
e l'évolutiontemporelle des pré
ipitations.3. (a) Voi
i l'histogramme des salaires journaliers :
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salaires(b) Le salaire médian est de 70.(
) x̄ = 77.27 ; la médiane 
al
ulée au point (b) représente mieux le 
entre de ladistribution.(d) q̂(75%) = 90.



1 Représentations graphiques de données 54. (a) Le diagramme bran
he-et-feuille est le suivant :0 1122358891 001122356882 1234934 956789 410 711121314 1
q̂(50%) = 12, q̂(25%) = 8.2, q̂(75%) = 22 .(b) On remarque que les sols des régions urbaines ont un taux de 
ontaminationplus élevé.(
) Les boxplots suivants 
on�rment le point (b) :
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rurales urbaines(d) Le boxplot des données urbaines nous renseigne qu'il y a deux valeurs aber-rantes, le 107 et le 141 alors que pour les données rurales le 23 est une valeuraberrante.5. (a) Voi
i le diagramme bran
he-et-feuille ave
 un pas de 0.2 :1 11 2233331 4451 671 888888999992 00(b) q̂(50%) = 1.81, q̂(25%) = 1.29, q̂(75%) = 1.85 .



6 1 Représentations graphiques de données(
) Dans le boxplot 
i-dessous, on remarque que la médiane est beau
oup pluspro
he du quartile supérieur que du quartile inférieur et qu'il n'y a pas devaleur aberrante.
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(d) On remarque la bimodalité des données, 
'est-à-dire une forte 
on
entrationd'observations autour de 1.25 et de 1.85 .(e) La qualité est médio
re 
ar on est loin de la valeur idéale de 1.5 .(f) Le diagramme bran
he-et-feuille ave
 un pas de 0.1 est le suivant :1 31 4441 55551 6661 7Un boxplot qui représente une produ
tion raisonnable est de la forme :
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(g) Dans le diagramme des quantiles 
i-dessous on remarque de nouveau la
on
entration autour de 1.25 et 1.85 . Cela était visible sur le graphiqueen bran
he-et-feuille également.
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1 Représentations graphiques de données 76. (a) Les graphiques suivants mettent en éviden
e l'évolution temporelle des sériesindividuellement et en parallèle :
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(b) On 
onsidère à 
haque période le rapport entre le nombre de méde
ins àGenève et dans le 
anton de Vaud divisé par le nombre total en Suisse. Dansle graphique 
i-dessous on peut voir que globalement la pente de la 
ourbequi 
on
erne Genève est plus forte.
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i-dessous on voit que la distribution de la densité de popu-lation est asymétrique ave
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8 1 Représentations graphiques de donnéesUn autre graphique approprié est le diagramme en barres :
Hollande
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densite8. (a) Voi
i l'histogramme des diamètres de têtes de vis :
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diametres(b) q̂(50%) = 0.730, q̂(25%) = 0.729, q̂(75%) = 0.731, 
f. les lignes verti
alesdans l'histogramme sous (a). On remarque que la distribution des diamètresest assez 
entrée.(
) Si on note le diamètre moyen par x̄ on trouve la formule :
x̄ =

12∑

i=1

xi · pi.9. (a) Dans le graphique suivant on voit l'évolution du nombre d'abonnements :
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(b) Voi
i le graphique de la 
roissan
e des nouveaux abonnements :



1 Représentations graphiques de données 9
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La médiane est égale à 2546.5 et la moyenne à 3929.7 . La grosse di�éren
e estdue au saut enregistré en 1978 quand le nombre de nouveaux abonnementsa été de 28045, une valeur nettement supérieure à la moyenne des autresannées.(
) Dans le boxplot 
i-dessous, on remarque de nouveau la valeur aberrante :
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11. (a) Un graphique approprié est le diagramme en barres. On a 
onsidéré seule-ment les vingt premiers pays du tableau :
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10 1 Représentations graphiques de données(b) On a 
onsidéré les 
ouples de médailles : or-argent, or-bronze et argent-bronzepour faire trois graphiques ave
 des axes perpendi
ulaires. A 
haque point
orrespond un pays parmi les vingt premiers médaillés d'or :
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Il est évident, d'après 
es graphiques, qu'il y a un lien entre le nombre desdi�érentes médailles.



Chapitre 2Moyenne, é
art-type et loi normale1. Le salaire moyen x̄ vaut 77.27 ; dans l'intervalle [ x̄−s, x̄+s ] = [ 54.17, 100.37 ] nous
omptons 55 observations, 
e qui fait une proportion empirique de 5/6 = 0.83 .Ave
 X ∼ N (77.27, 23.12), nous trouvons la proportion théorique P{x̄− s ≤ X ≤
x̄ + s} = Φ(1) − Φ(−1) = 2Φ(1) − 1 = 0.681 . Ainsi, la loi normale n'est pas unebonne approximation.2. (a) On 
her
he a et b tel que P{a ≤ X ≤ b} = 0.95 et b − x̄ = x̄ − a :

P{a ≤ X ≤ b} = P

{a − x̄

s
≤ X − x̄

s
≤ b − x̄

s

}
= 2Φ(aréd) − 1 = 0.95 .Comme aréd = 1.96 , on a a = x̄ − saréd = 6.56 et b = x̄ + saréd = 12.44 .(b) On 
al
ule

P{6 ≤ X ≤ 7} = P

{
− 2.33 ≤ X − 9.5

1.5
≤ −1.67

}
= 0.038.3. La proportion d'automobiles ayant 
ommis un ex
ès de vitesse vaut P{X > 80} =

1−P
{
(X − x̄)

/
s ≤ (80−72)

/
8
}

= 1−Φ(1) = 0.159 , où X représente la vitesse.4. (a) Pour le graphique 
f. (h).(b) La moyenne vaut ȳ = 74.006 et la médiane m = 74.002 . La médiane repré-sente mieux le 
entre de la distribution 
ar la moyenne est très in�uen
éepar des valeurs aberrantes.(
) Après l'élimination de la valeur aberrante la moyenne vaut ȳ = 74.003 , i.e.elle a diminué, tandis que la médiane ne 
hange pas.(d) s = 0.0118 .(e) Dans l'intervalle [ ȳ − s, ȳ + s ] = [ 73.991, 74.015 ] nous 
omptons 20 ob-servations, 
e qui fait une proportion empirique de 0.689 . Dans l'intervalle
[ ȳ − 2s, ȳ + 2s ] = [ 73.979, 74.026 ] nous 
omptons 28 observations, 
e quifait une proportion empirique de 0.965 .(f) Ave
 Y ∼ N (ȳ, s2), nous trouvons les proportions théoriques P{x̄−s ≤ X ≤
x̄ + s} = 0.681 et P{ȳ − 2s ≤ Y ≤ ȳ + 2s} = 2Φ(2) − 1 = 0.954 .(g) Comme la distribution empirique est unimodale et quasiment symétrique eten 
omparant (e) et (f) on peut a�rmer que le modèle normal est une bonneapproximation.(h) Voi
i l'histogramme des données ave
 la densité de la loi normale superposée :11



12 2 Moyenne, é
art-type et loi normale

73.98 74.00 74.02 74.04 74.06 74.08

diametres5. (a) Soit Y la quantité 
on
ernée, 
'est-à-dire Y ∼ N (100, 52) . Nous trouvonsla proportion de bouteilles détruites P{Y ≤ 90.2} = P
{
(Y − 100)

/
5 ≤

−1.96} = 1 − Φ(1.96) = 0.025 .(b) Gain moyen = 0.975 · 80 
ts− 100 
l · 0.2
t/
l = 58 
t.(
) ȳ = 8.91 , s = 3.259 .(d) Voi
i le boxplot des ventes journalières :
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(e) La symétrie du boxplot n'indique pas une aberration grossière de la loi nor-male, de plus dans l'intervalle [ ȳ − s, ȳ + s ] = [ 5.65, 12.169 ] nous 
omptons11 observations, 
e qui fait une proportion empirique de 0.6875 , le modèlenormal semble être adéquat. Il faudrait en
ore examiner si les données sontunimodales.(f) On 
her
he y tel que P
{
(Y − ȳ)

/
s ≤ (y− ȳ)

/
s
}

= 0.90 , don
 y = ȳ + s · z =
8.91 + 3.259 · 1.28 = 13.08 milliers de litres.6. (a) ȳ = 39.07 , s = 40.949 .(b) Dans l'intervalle [ ȳ − s, ȳ + s ] = [−1.88, 80.02 ] on trouve 12 observations,don
 une proportion de 0.8 , dans [ ȳ−2s, ȳ+2s ] = [−42.83, 120.97 ] on trouve14 observations, don
 une proportion de 0.93 . Pour le modèle normal P{ȳ−
s ≤ Y ≤ ȳ + s} = 2Φ(1) − 1 = 0.682 . L'approximation normale n'est pasbonne. De plus le diagramme bran
he-et-feuille est fortement asymétrique.7. Soit X le diamètre, ainsi X ∼ N (10, 0.22) .(a)

P{X ≤ 9.95} = P

{X − 10

0.2
≤ 0.25

}
= 0.401 ,

P{9.95 < X ≤ 9.99} = P

{
− 0.25 <

X − 10

0.2
≤ −0.05

}
= 0.079 ,

P{X > 9.99} = 1 −
(
P{X ≤ 9.95} + P{9.95 < X ≤ 9.99}

)
= 0.52 .(b) Pro�t = 5 · 0.079 + 15 · 0.52 − 7 = Fr. 1.195 .



2 Moyenne, é
art-type et loi normale 138. (a) ȳ = 1.6144 , s = 0.2992 .(b) On trouve 16 observations dans l'intervalle [ ȳ − s, ȳ + s ] = [ 1.3152, 1.9136 ]et 24 dans [ ȳ − 2s, ȳ + 2s ] = [ 1.0160, 2.2128 ] , 
e qui 
orrespond à desproportions empiriques de respe
tivement 0.64 et 0.96 .(
) Pour les proportions de 0.682 et 0.954 
al
ulées sur la base de la loi normale
f. exer
i
e 4.(d) La distribution n'est pas normale même si les proportions 
al
ulées sous (b)et (
) ne sont pas très di�érentes. Il y a beau
oup d'observations dans laqueue de l'é
hantillon (grandes observations). Un histogramme permet derepérer 
ette 
ara
téristique.9. (a) Voi
i les diagrammes bran
he-et-feuille :10 511 512 2567913 714 215 016 217 118 112344566719 1520 0
×0.1

10111213 314 456615 112233456677816 2357717 16181920
×0.1
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epitaxial apresL'obje
tif de qualité est atteint. Les données sont 
entrées sur la valeur deréféren
e et l'é
art-type est faible.(b) Il y a 11 observations de 25 entre 1.45 et 1.55, 
e qui fait une proportion de
0.44 . Ave
 x̄ = 1.556 , s = 0.094 et X ∼ N (1.556, 0.0942) nous trouvons

P{1.45 ≤ X ≤ 1.55} = P

{
− 1.1277 ≤ X − 1.556

0.094
≤ −0.0639

}
= 0.345.
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Chapitre 3Probabilités d'événements1. On a par indépendan
e des événements A et B

P{Ac ∩ Bc} = P{(A ∪ B)c} = 1 − P{A ∪ B} = 1 − P{A} − P{B} + P{A ∩ B}
= 1 − P{A} − P{B} + P{A}P{B} =

(
1 − P{A}

) (
1 − P{B}

)

= P{Ac}P{Bc},don
 les événements Ac et Bc sont indépendants.2. Le vendeur gagne en moyenne 300·0.3 = 90 Fran
s s'il pleut et il perd en moyenne
60 (1−0.3) = 42 Fran
s s'il fait beau temps. Le vendeur peut don
 espérer gagner48 Fran
s par jour.3. (a) P{111} = 1/63 = 1/216 .(b) 1 − P{111} = 215/216 .(
) P{Somme ≤ 10} = P{Somme = 3} + · · · + P{Somme = 10}. Le nombrede 
as favorables vaut 1+3+6+10+15+21+25+27 = 108 et la probabilité
her
hée est don


108

63
=

108

216
= 0.5 .4. Soient les événements A : �le biréa
teur termine son vol sans di�
ultés� et B : �lequadriréa
teur termine son vol sans di�
ultés�.

P{A} =

(
2

1

)
(1 − p) p +

(
2

0

)
p2 = 2p − p2,

P{B} =

(
4

2

)
(1 − p)2 p2 +

(
4

1

)
(1 − p) p3 +

(
4

0

)
p4 = 3 p4 − 8 p3 + 6 p2,

P{B} − P{A} = 3 p4 − 8 p3 + 7 p2 − 2 p = p(p − 1)2(3p − 2).Comme p et (p− 1)2 sont positive P{B} ≥ P{A} ⇐⇒ 3 p− 2 ≥ 0 ⇐⇒ 2/3, don
les quadriréa
teurs sont don
 préférables aux biréa
teurs si p > 2/3 .5. P{ jeter la piè
e n fois } = (1 − p)n−1p .6. Soit p la probabilité de n'obtenir au
un as en un lan
er simple. Alors p = 5/6et P{A} = 1 − P{au
un as en 4 lan
ers simples} = 1 −
(
5/6
)4

= 0.518 . Soit qla probabilité de ne pas obtenir un double as en un lan
er double. Alors q =
1 − P{double as en un lan
er double} = 1 − 1/36 = 35/36 et P{B} = 1 −
P{au
un double as en 24 lan
ers doubles} = 1 −

(
35/36

)24
= 0.491 . Don
 A estl'événement le plus probable. 15



16 3 Probabilités d'événements7. (i) Le livre 1 restant à sa pla
e, il y a (n− 1) ! permutations p = (n− 1) !/n ! =
1/n.(ii) Les livres 3 et 4 sont à 
onsidérer 
omme un seul livre ; il y a à nouveau
(n − 1) ! permutations et p = 1/n.8. (i) 4 ! = 24 arrangements.(ii) 2 ! · 2 ! = 4 arrangements.9. (a) P{4 as} =

(
4
4

)/(
36
4

)
= 1.698 · 10−5.(b) P{exa
tement 2 as} =
(4
2

)(32
2

)/(36
4

)
= 5.052 · 10−2,

P{exa
tement 3 as} =
(4
3

)(32
1

)/(36
4

)
= 2.173 · 10−3,

P{au moins 2 as} = P{ex. 2 as} + P{ex. 3 as} + P{4 as} = 5.271 · 10−2.(
) P{
ouleur} =
(18

4

)/(36
4

)
= 0.0519 si on 
onsidère les 
ouleurs rouge/noir.

P{
ouleur} =
(9
4

)/(36
4

)
= 2.139 · 10−3 si on 
onsidère 4 
ouleurs (pique,
oeur, 
arreau, trè�e).10. (a) P{666} = 1

/
63 = 0.463 · 10−3.(b) P{au moins un 6} = 1 − P{au
un 6} = 1 −

(
5
/
6
)3

= 0.421 .(
) P{au
un dé ave
 5 ou 6} =
(
4
/
6
)3

= 0.296 .(d) Il y a 1 + 3 + 6 + 10 = 20 
ombinaisons possibles, don
 la probabilité
her
hée vaut 20
/
216 = 0.093 .11. (a) (43) (42) /(525 ) = 1
/
108290 = 9.234 · 10−6.(b) (132 ) (392 )/(525 ) = 741
/
33320 = 2.224 · 10−2.(
) (131 ) (131 ) (131 ) (132 ) (41)/(525 ) = 2197

/
8330 = 0.264 .12. (a) Chaque personne peut répéter l'information à N − 1 autres personnes (ellene peut pas se le dire à elle-même). Etant donné qu'il ne faut pas répéterl'information à la première personne, il y a N − 2 
as favorables. Ainsi laprobabilité 
her
hée est ((N − 2)
/
(N − 1)

)r.(b) A nouveau, 
haque personne ne peut indiquer l'information qu'à N − 1 per-sonnes. Mais la ie personne dans la 
haîne ne peut dire l'information qu'aux
N − i personnes restantes. Ainsi la probabilité 
her
hée est

N − 1

N − 1
· N − 2

N − 1
· N − 3

N − 1
· . . . · N − r − 1

N − 1
=

(N − 2) !

(N − 1)r(N − r − 2) !
,si r ≤ N − 2 et 0 si r > N − 2 .13. (a) Le résultat de l'expérien
e qui 
onsiste à répartir les n boules indis
ernablesdans les r urnes est dé
rit par un ve
teur (x1, . . . , xr) où xi représente lenombre des boules 
ontenues dans la ie urne. Le problème revient alors àtrouver le nombre de ve
teurs (x1, . . . , xr) à 
omposantes entières non né-gatives tels que x1 + · · · + xr = n. Pour le 
as, où on mets des boules dans
haque urne (i.e. xi > 0 pour tout i), on doit séparer n objets ave
 r − 1 sé-parateurs et pour 
ela il y a (n−1

r−1

) possibilités. Pour le 
as, où il peut y avoir



3 Probabilités d'événements 17au
une boule dans une urne, on pose yi = xi + 1 et on 
her
he le nombre deve
teurs (y1, . . . , yr) ave
 yi > 0 tels que y1 + · · · + yr = n + r. Don
 il y a(n+r−1
r

) ve
teurs distin
ts à 
omposantes entières et non négatives tels que
x1 + · · · + xr = n.Pour notre exemple r = 5 (les gens quittent l'as
enseur aux étages 1, 2, 3, 4ou 5) et n = 8 ; le nombre vaut don
 (8+5−1

8

)
=
(12

8

)
= 495 .(b) D'après le même prin
ipe que sous (a), il y a (5+5−1

5

) (
3+5−1

3

)
= 126 · 35 =

4410 possibilités.14. (a) 10 · 9 · 8 =
(
10
3

)
3 ! = 720 .(b) Comités ave
 A, sans B : (82) 3 ! = 168 . Comités sans A ni B : (83) 3 ! = 336 .Au total : 2 · 168 + 336 = 672 .(
) Comités ave
 C et D : 8 · 3 ! = 48 . Au total : 48 + 336 = 384 .(d) (92) 3 ! = 216 .(e) (92) 2 ! +

(9
3

)
3 ! = 72 + 504 = 576 .15. (a) ( 6

3 2 1

)
= 6 !

3 ! 2 ! 1 ! = 60 .(b) 3 ! = 6 .(
) ( 4
1 2 1

)
= 4 !

1 ! 2 ! 1 ! = 12 .16. (a) Ec ∩ F c ∩ Gc.(b) (E ∩ F c ∩ Gc) ∪ (Ec ∩ F ∩ Gc) ∪ (Ec ∩ F c ∩ G) ∪ (Ec ∩ F c ∩ Gc).(
) (E ∩ F ∩ Gc) ∪ (Ec ∩ F ∩ G) ∪ (E ∩ F ∩ Gc).(d) E ∩ F c ∩ G.17. P{ex. k boules blan
hes} = P{k boules blan
hes et r−k noires} =
(B

k)(
N

r−k)
(B+N

r )
. Pourle 
as B = k = 1 on trouve ( N

r−1)
(N+1

r )
= r

(N+1) .18. E =
{
(1, 2), (1, 4), (1, 6), (2, 1), (2, 3), (2, 5), (3, 2), (3, 4), (3, 6),

(4, 1), (4, 3), (4, 5), (5, 2), (5, 4), (5, 6), (6, 1), (6, 3), (6, 5)
}
,

F =
{
(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 1), (3, 1), (4, 1),

(5, 1), (6, 1)
}
,

G =
{
(4, 1), (3, 2), (2, 3), (1, 4)

}
,

E ∩ F =
{
(1, 2), (1, 4), (1, 6), (2, 1), (4, 1), (6, 1)

}
,

E ∪ F =
{
(1, i) | i = 1, . . . , 6} ∪ {(i, 1) | 1 = 2, . . . 6

}
∪
{
(2, 3), (2, 5), (3, 2),

(3, 4), (3, 6), (4, 3), (4, 5), (5, 2), (5, 4), (5, 6), (6, 3), (6, 5)
}

F ∩ G =
{
(4, 1), (1, 4)

}
,

E ∩ F c =
{
(2, 3), (2, 5), (3, 2), (3, 4), (3, 6), (4, 3), (4, 5), (5, 2), (5, 4),

(5, 6), (6, 3), (6, 5)
}
,

E ∩ F ∩ G =
{
(4, 1), (1, 4)

}
.



18 3 Probabilités d'événements19. On 
al
ule P{14e 
arte est un as} = 4
52 = 1

13 ; P{14e 
arte est le premier as} =
48
52 · 47

51 · · · 36
40 · 4

39 = 4 ·
(48
13

)/(
14 ·

(52
14

))
= 0.031 .20. (a) M = {(F,G), (G,F )} et N = {(G,G), (F,G), (G,F )}, alors P{M} = 1/2,

P{N} = 3/4 et P{M ∩ N} = P{M} = 1/2 .(b) M = {(F,G,F ), (F,G,G), (G,F, F ), (G,F,G), (F,F,G), (G,G,F )}
N = {(G,G,G), (F,G,G), (G,F,G), (G,G,F )}, alors P{M} = 3/4,
P{N} = 1/2 et P{M ∩ N} = 3/8 .21. Notons an = �auteur est anglais�, am = �auteur est améri
ain� et v = �lettre estune voyelle� : P{an | v} =

P{v | an} · P{an}
P{v | an}P{an} + P{v | am}P{am} =

3

6
· 2
5

3

6
· 2
5
+ 2

5
· 3
5

=
5

11
.22. (a) La probabilité 
her
hée vaut

P{piè
e est mauvaise}
= P{piè
e est mauvaise |ma
hine A} · P{ma
hine A}

+ P{piè
e est mauvaise |ma
hine B} · P{ma
hine B}
+ P{piè
e est mauvaise |ma
hine C} · P{ma
hine C}

= 0.03 · 0.4 + 0.05 · 0.35 + 0.04 · 0.25
= 0.0395 .(b) On trouve la probabilité suivante :

P{ma
hine A |piè
e est mauvaise}
=

P{piè
e est mauvaise |ma
hine A} · P{ma
hine A}
P{piè
e est mauvaise}

=
0.03 · 0.4
0.0395

= 0.3038 .23. Notons p1 = �1re 
arte est pique�, p23 = �2e et 3e 
artes sont piques� :
P{p1 | p23} =

P{p1 ∩ p23}
P{p23 | p1}P{p1} + P{p23 | p1c}P{p1c}

=
13
52

12
51

11
50(

12
51 · 11

50

)
· 13

52 +
(

13
51 · 12

50

)
39
52

=
11

50
= 0.22 .24. (a) P{1re piè
e est inta
te} = 7/10 .(b) P{au moins 1 piè
e défe
tueuse} = 1 − P{au
une piè
e défe
tueuse}

= 1 − 7
10 · 6

9 · 5
8 ≈ 0.7 .(
) P{au moins 1 piè
e défe
tueuse} = 1 − P{au
une piè
e défe
tueuse}

= 1 − 7
10 · 7

10 · 7
10 ≈ 0.657,

P{exa
tement 2 piè
es défe
tueuses} =
(3
2

)
3
10 · 3

10 · 7
10 ≈ 0.189 .



3 Probabilités d'événements 1925. (a) Le 
al
ul est le suivant :
P{7 ≤ LA ≤ 9} = P

{7 − 8

2
≤ LA − 8

2
≤ 9 − 8

2

}

= P

{
− 1

2
≤ LA − 8

2
≤ 1

2

}

= Φ
(1

2

)
− Φ

(
− 1

2

)
= 2Φ

(1

2

)
− 1 ≈ 0.382,

P{7 ≤ LB ≤ 9} = P

{
− 1

2
≤ LB − 7.5

1
≤ 3

2

}

= Φ
(3

2

)
− Φ

(
− 1

2

)
= Φ

(3

2

)
+ Φ

(1

2

)
− 1 = 0.624 .On 
hoisit la ma
hine B.(b) P

{
− 1

σ
≤ LA − 8

σ
≤ 1

σ

}
= 2Φ

( 1

σ

)
− 1 = 0.624 =⇒ σ ≈ 1.136 .26. (a) (41) 0.21 · 0.83 = 4 · 0.2 · 0.83 = 0.41 .(b) (4i) 0.2i · 0.84−i .(
) P{au plus 2 piè
es défe
tueuses}

= P{au
une piè
e défe
tueuse} + P{exa
tement 1 piè
e défe
tueuse}
+ P{exa
tement 2 piè
es défe
tueuses}

=
(4
0

)
0.20 · 0.84 +

(4
1

)
0.21 · 0.83 +

(4
2

)
0.22 · 0.82 = 0.97 .27. (a) P{plein d'essen
e sans plomb}

= P{plein | essen
e sans plomb} · P{plein d'essen
e sans plomb}
= 0.3 · 0.4 = 0.12 .(b) P{plein} =

∑type P{plein | type d'essen
e}P{type d'essen
e}
= 0.6 · 0.35 + 0.4 · 0.3 + 0.25 · 0.5 = 0.455 .(
) P{normale |plein} =

P{plein |normale}P{normale}
P{plein} = 0.462,

P{sans plomb |plein} = 0.264, P{super |plein} = 0.274 .28. (a) P{blan
he} =
∑

urne

P{blan
he |urne}P{urne} = 5
12 · 1

2 + 3
5 · 1

2 ≈ 0.308 .(b) P{urne A |blan
he} = P{blan
he |urne A} P{urne A}
P{blan
he} = 5

12

1

2

0.308 ≈ 0.676 .29. (a) P{au moins un a

ident} = 1 − P{au
un a

ident}
= 1 −

∑

groupe

P{au
un a

ident | groupe} · P{groupe}
= 1 − (0.95 · 0.2 + 0.85 · 0.5 + 0.7 · 0.3) = 1 − 0.825 = 0.175 .



20 3 Probabilités d'événements(b) P{groupe �bas� |pas d'a

ident}
= P{pas d'a

ident | groupe �bas�} · P{groupe �bas�}

P{ pas d'a

ident}
= 0.95 · 0.2

0.825
= 0.23 .

P{groupe�moyen� |pas d'a

ident} = 0.85 · 0.5

0.825
= 0.515 .30. (a) P{2e boule est blan
he}

= P{2e boule est blan
he | 1re boule est blan
he}P{1re boule est blan
he}
+P{2e boule est blan
he | 1re boule est rouge}P{1re boule est rouge}

=
2

3
· 2

6
+

1

3
· 4

6
=

8

18
≈ 0.444 .(b) P{1re boule est blan
he | 2e boule est blan
he}

= P{2e boule est blan
he | 1re boule est blan
he} P{1re boule est blan
he}
P{2e boule est blan
he}

=
2

3
· 2

6
· 18

6
=

1

2
.



Chapitre 4Variables aléatoires1. (a) Comme ∫ 1

−1
(1 − x2) dx = 4/3 , c = 3/4 .(b) FX(t) =

∫ t

−1

3

4
(1 − x2) dx =

1

4
(3t − t3 + 2).2. Comme FY (t) = P{log(X) ≤ t} = P{X ≤ et} = 1 − e− et , on a fY (t) = et−et .3. (a) Comme ∫ 20

10

1

x2
dx =

1

20
, c = 20 .(b) E(X) =

∫ 20

10
20x

1

x2
dx = 20

(
log(20) − log(10)

)
= 20 log(2) ≈ 13.86 .(
) FX(t) =

∫ t

10
20

1

x2
dx = 2 − 20

t
.(d) Hypothèse : les 
omposants fon
tionnent indépendemment les uns des autres.On a

P{une 
omposante fon
tionne plus de 15 h} = 1 − FX(15) = 1/3.Don
 la probabilité que, parmi six 
omposants, au moins trois fon
tionnentplus de 15 h vaut 1 − P{0,1,2 fon
tionnent plus de 15 h} = 1 −
(6
0

)
1026

36 −(6
1

)
1125

36 −
(6
2

)
1224

36 ≈ 0.320 .4. (a) X suit une variable aléatoire binomiale de paramètres n = 5 et p = 1/4 .(b) On trouve
P{un 
lient se plaigne} = P{X ≥ 2} = 1 − P{X = 0} − P{X = 1}

= 1 −
(

5

0

)
1035

45
−
(

5

1

)
1134

45
≈ 0.367 .(
) Il y aura environ 37 plaintes.5. (a) Soit X le nombre de tirages e�e
tués, on a P{X = 0} = P{X = 1} =

P{X = 6} = 0 . On suppose que la 
ouleur des boules restant dans l'urneaprès k tirages, soit noire (si k = 4, 5 on peut aussi supposer la 
ouleurblan
he, de manière analogue). Don
 la 
ouleur du tirage k était blan
he.Pour les tirages 1 à k − 1 on trouve l'autre boule blan
he et k − 2 boulesblan
hes ave
 toutes les permutations possibles. Don

k 0 1 2 3 4 5 6

pk = P{X = k} 0 0 1/15 2/15 4/15 8/15 021



22 4 Variables aléatoires(b) A l'aide du tableau pré
édent, on a E(X) =

5∑

k=2

kpk = 64/15 .6. (a) X est une variable aléatoire exponentielle de paramètre λ = 0.01 . Don

E(X) = 1

/
λ = 100 .(b) Comme FX(t) = 1 − exp(−0.01t), FX(200) = 1 − exp(−2) et

P{au moins deux 
omposantes fon
tionnent}
= P{2 
omposantes fon
tionnent} + P{3 
omposantes fon
tionnent}
=

(
3

2

)(
1 − FX(200)

)2
FX(200) +

(
3

3

)(
1 − FX(200)

)3

= 3(e−2)2(1 − e−2) − (e−2)3 = 3e−4 −2 e−6 ≈ 5%.7. (a) Le nombre d'homme ayant ré
upéré leur propre 
hapeau est donné par X =
X1 + · · · + XN , où Xi = 1 si le ie homme ré
upère son 
hapeau et 0 sinon.Comme 
haque homme a autant de 
han
es de ramasser n'importe lequeldes N 
hapeaux, E(Xi) = P{Xi = 1} = 1/N pour tout i = 1, . . . ,N . Par
onséquent E(X) = E(X1) + · · · + E(XN ) = 1 .(b) Nous avons la dé
omposition

Var(X) =

N∑

i=1

Var(Xi) + 2

N∑

i=1

N∑

j=i+1

Cov(Xi,Xj)et les varian
es valent Var(Xi) = 1/N(1− 1/N) (variables de Bernoulli). La
ovarian
e est Cov(Xi,Xj) = E(XiXj)−E(Xi) E(Xj), à noter que le produit
XiXj vaut 1 si est seulement si les deux hommes 
on
ernés ont pu ramasserleur 
hapeau, i.e. E(XiXj) = P{Xi = 1,Xj = 1} = 1/

(
N(N − 1)

). Alorsnous trouvons
Var(X) = N

1

N

(
1− 1

N

)
+2

N(N − 1)

2

( 1

N

1

(N − 1)
− 1

N2

)
=

N − 1

N
+

1

N
= 1.8. (a) ∞∑

k=0

P{X = k} = e−k
∞∑

k=0

λk

k!
= e−k ek = 1 .(b) E(X) = e−k

∞∑

k=0

k
λk

k!
= e−k λ

∞∑

k=1

λk−1

(k − 1)!
= λ.9. (a) FX(t) =

∫ t

0
λ e−λx

dx = 1 − e−λt.(b) On trouve
P{X > s + t |X > t} =

P{X > s + t,X > t}
P{X > t} =

1 − FX(t + s)

1 − FX(t)

=
exp(−λ(s + t))

exp(−λt)
= exp(−λs) = P{X > s}.



4 Variables aléatoires 2310. Le skieur reprend la même per
he si et seulement si X, le nombre de skieurs qui seprésentent, est nN , n = 1, 2, . . . . Comme P{X = k} = p(1−p)k−1 et (1−p)N < 1,on a
P{ le skieur reprend la même per
he } =

∞∑

n=1

P{X = nN}

= p
∞∑

n=1

(1 − p)nN−1 1 − p

1 − p

=
p

1 − p

∞∑

n=0

(
(1 − p)N

)n
− p

1 − p

=
p

1 − p
· 1

1 − (1 − p)N
− p

1 − p

=
p

1 − p

( (1 − p)N

1 − (1 − p)N

)
.11. On tire sans remise un é
hantillon de n boules d'une urne en 
ontenant N , dont

Np sont défe
tueuses et N−Np sont de bonne qualité. Soit X le nombre de piè
esdéfe
tueuses tirées. Alors X est une variable aléatoire hypergéométrique n = 3 ,
N = 20 et p = 1/5 . Don
, en général

P{X = k} =

(
Np
k

)(
N−Np
n−k

)
(N

n

) ,et en parti
ulier P{X = 0} = 0.49 , P{X = 1} = 0.42 , P{X = 2} = 0.082 ,
P{X = 3} = 0.0035 . Nous pouvons alors 
al
uler

E(X) = np =
3

5
et Var(X) =

np(1 − p)(N − n)

(N − 1)
≈ 0.429 .12. Soit X une variable aléatoire géométrique de paramètre p. Don
 la fon
tion defréquen
e est P{X = k} = (1 − p)k−1p, n ≥ 1 . Posons q = 1 − p < 1 . Don


E(X) =

∞∑

k=1

kp(1 − p)k−1 = p

∞∑

k=1

kqk−1 = p

∞∑

k=1

d

dq
qk = p

d

dq

( ∞∑

k=1

qk
)

= p
d

dq

( q

1 − q

)
=

p

(1 − q)2
=

1

p
,

E(X2) =
∞∑

k=1

k2p(1 − p)k−1 = p
∞∑

k=1

k2qk−1 = p
∞∑

k=1

k
d

dq
qk = p

d

dq

( ∞∑

k=1

kqk
)

= p
d

dq

(
q

∞∑

k=1

kqk−1
)

= p
d

dq

( q

(1 − q)2

)
=

p(1 + q)

(1 − q)3
=

2 − p

p2
,

Var(X) =
2 − p

p2
− 1

p2
=

1 − p

p2
.



24 4 Variables aléatoires13. (a) Si X0 = 1 , on a X1 = 1, 2, 3 . Si X1 = 1, X2 = 1, . . . , 3 , si X1 = 2,
X2 = 2, . . . , 6 et si X1 = 3, X2 = 3, . . . , 9 . A 
ause de l'indépendan
e, ontrouve le tableau suivant :

k P{X2 = k}1 p2
12 p1p2 + p2p

2
13 p1p3 + 2p2

2p1 + p3p14 2p2p1p3 + p3
2 + 3p3p

2
1p25 2p2

2p3 + 3p3p
2
1p3 + 3p3p1p

2
26 p2p

2
3 + p3p

3
2 + 6p3p1p2p37 3p3p1p

2
3 + 3p3p

2
2p38 3p3p2p

2
39 p3p

3
3(b) E(X2) est obtenue dire
tement à l'aide du tableau 
i-dessus.(
) P{X1 = 2 |X2 = 2} =

P{X1 = 2 et X2 = 2}
P{X2 = 2} =

p2p
2
1

p1p2 + p2p2
1

=
p1

1 + p1
.14. Posons Z = − log(X), ave
 X ∼ U(0, 1). g(x) = − log(x) est dérivable et dé
rois-sante sur (0,∞). De plus g−1(x) = exp(−x). Don


FZ(z) = 1 − FX

(
g−1(z)

)
= 1 − exp(−z).15. FY (y) = P{X/λ ≤ y} = P{X ≤ λy} = 1 − exp(−λy), y ≥ 0 .

fY (y) =
d

dy
FY (y) = λ exp(−λy), y ≥ 0 .16. Sa
hant l'identité ∫ ∞

0
exp(−ax)xn

dx = n! a−n−1, on trouve les moments E(X) =
∫ ∞

0
λ exp(−λx)x dx =

λ

λ2
=

1

λ
et E(X2) =

∫ ∞

0
λ exp(−λx)x2

dx =
2λ

λ3
=

2

λ2
,puis Var(X) = E(X2) − E2(X) =

2

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2
.Remarque : si l'identité n'est pas 
onnue, on peut y é
happer par intégrations parparties.17. Sa
hant l'identité ∫ ∞

0

1

σ
√

2π
exp

(
− x2

2σ2

)
x2

dx =
σ2

2
,on a, en posant b = 1/2σ2,

∫ ∞

0
a exp(−bx2)x2

dx = a
σ2

2
σ
√

2π = a
( 1√

2b

)3
√

π√
2

= a

√
π

4b3/2
,d'où a =

4b3/2

√
π
, ave
 b = m/2kT .



4 Variables aléatoires 2518. Pour toute variable aléatoire 
ontinue X de densité fX(x), on obtient la fon
tionde répartition de Y = X2 de la manière suivante : pour y ≥ 0 ,
FY (y) = P{Y = X2 ≤ y} = P{−√

y ≤ X ≤ √
y} = FX(

√
y) − FX(−√

y).Une dérivation livre la densité 1
2
√

y

(
fX(

√
y) + fX(−√

y)
). On sait que la densitéd'une variable aléatoire 
entrée réduite est fX(x) = ϕ(x) = exp(x2/2)/

√
2π. Ainsi

fY (y) =
1

2
√

y
2
( 1√

2π
exp(−y/2)

)
=

1
2 exp(−y/2)(1

2y)−1/2

√
π

,qui est bien la densité d'une loi χ2
1 .19. Soit g(x) = log(x). Don
� E(X) ≈ g

(
E(X)

)
= log

(
E(X)

)
= log

( 1

λ

)
= − log(λ).� Var(X) ≈

(
g′(E(X))

)2
Var(X) = E(X)−2 1

λ2
= 1 .20. ∫ ∞

−∞
yfY (y) dy =

∫ ∞

−∞
y

fX

(
g−1(y)

)

g′
(
g−1(y)

) dy =

∫ ∞

−∞
yfX

(
g−1(y)

) d

dy
g−1(y) dy

=

∫ ∞

−∞
g(x)fX(x) dx,où la dernière égalité est obtenue en faisant le 
hangement de variables x = g−1(y).21. La volume d'une bille est V = 4πr3/3 . Don
 :(a) Comme FR(r) = 3r2 − 2r3, on a

FV (v) = P{V ≤ v} = P
{

r ≤
( 3

4π
v
)1/3}

= 3
( 3

4π
v
)2/3

− 3

2π
v.D'où fV (v) = 2

( 3

4π

)2/3
v−1/3 − 3

2π
.(b) i. L'espéran
e exa
te vaut

E(V ) =

∫ 1

0
g(r)fR(r) dr =

∫ 1

0

4

3
πr36r(1 − r) dr =

8

5
π − 4

3
π =

4π

15
.On obtient le même résultat ave
 ∫ 4π/3

0
vfV (v) dv.ii. Comme la distribution de R est symétrique autour de 1/2 , E(R) = 1/2 .Don
 E(V ) ≈ 4

3
π
(
E(r)

)3
=

4

3
π(1/2)3 =

π

6
≈ 0.523 .22. (a) Par symétrie, on trouve

si 2, 12 3, 11 4, 10 5, 9 6, 8 7
pi 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36(b) E(S) = 7 , 
ar la distribution de S est symétrique autour de 7 .(
) E(Xi) = 7/2 , 
ar (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6)/6 = 7/2 .



26 4 Variables aléatoires23. Sa
hant (λX + λY )n =

n∑

k=0

(
n

k

)
λk

Xλn−k
Y =

n∑

k=0

n!

k!(n − k)!
λk

Xλn−k
Y , on a

P{X + Y = n} =
n∑

k=0

P{X = k}P{Y = n − k} =
n∑

k=0

e−λX
λk

X

k!
e−λY

λn−k
Y

(n − k)!

= e−λX−λY
1

n!

n∑

k=0

n!

(n − k)!k!
λk

Xλn−k
Y = e−(λX+λY ) (λX + λY )n

n!
,d'où Z = X + Y ∼ P(λX + λY ).24. (a) E(Y ) = 2a1 + 4a2 = 15 et Var(Y ) = a2

1/4 + a2
2 = 9.5625 .(b) a1X1 ∼ N (2a1, a

2
1/4), a2X ∼ N (4a2, a

2
2) et Y ∼ N (2a1 + 4a2, a

2
1/4 + a2

2).(
) P{Y > 20} = 1−P{Y ≤ 20} = 1−P

{
Y − 2a1 − 4a2√

a2
1/4 + a2

2

≤ 20 − 2a1 − 4a2√
a2

1/4 + a2
2

}
=

1 − Φ

(
20 − 2a1 − 4a2√

a2
1/4 + a2

2

).(d) Posons g(x) = 1/(x2 + 1), don
 g′(x) = −2x/(x2 + 1)2.
E(W ) ≈ g

(
E(Y )

)
= ((2a1 + 4a2)

2 + 1)−1,

Var(W ) ≈ Var(Y )g′
(
E(Y )

)2
= (a2

1/4 + a2
2)

−2(2a1 + 4a2)(
(2a1 + 4a2)2 + 1

)2 .(e) La varian
e vaut
Var(Y ) = a2

1/4 + a2
2 + 2Cov(a1X1, a2X2)

= a2
1/4 + a2

2 + 2a1a2 Corr(X1,X2)
√

Var(X1)Var(X2)

= a2
1/4 + a2

2 + a1a2/2 .25. Soit la variable aléatoire Zi qui vaut 1, si le ie tirage est un pique et zéro sinon.Clairement, Z est Bernoulli de paramètre p = 1/4 .(a) Comme X =
∑n

i=1 Zi, X est une variable aléatoire binomiale de paramètres
n et p. Y est une variable aléatoire géométrique, 
ar P{Y = k} = (1−p)k−1p.(b) E(X) = np = n/4 , Var(X) = np(1 − p) = 3n/16 .Selon l'exer
i
e 12, E(Y ) = 1/p = 4 , Var(Y ) = (1 − p)/p2 = 12 .26. (a) yi 2 4
pi 1/2 1/2(b) Par symétrie de la variable aléatoire X, les moments impairs sont nuls, i.e.

E(X) = E(X3) = 0 . Don
 Cov(X,Y ) = E(XY ) − E(X) E(Y ) = E(X3) −
E(X) E(Y ) = 0 .(
) Les variables aléatoires ne sont pas indépendantes. Seulement dans le 
as denormalité, 
orrélation nulle implique indépendan
e.



4 Variables aléatoires 2727. Soit X = le nombre d'a

idents par équipe de travail. Don
 X ∼ P(λ).(a) P{X = 2} = e−1.5 1.52

2! ≈ 0.251 .(b) P{X < 2} = P{X = 0} + P{X = 1} = e−1.5 1.50

0!
+ e−1.5 1.51

1!
≈ 0.558 .(
) (P{X = 0}

)3
=
(
e−1.5

)3
= e−4.5 ≈ 0.011 . On peut supposer que les a

i-dents sont indépendants.(d) E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) = 1.5 + 1.5 = 3 et Var(X + Y ) = Var(X) +

Var(Y ) + 2Cov(X,Y ) = 1.5 + 1.5 + 2 · 0.9 = 4.8 .28. (a) Soit S = (X−µ)(X−µ)T . Don
 Sij = (Xi −µi)(Xj −µj) et par 
onséquent
E(Sij) = E

(
(Xi − µi)(Xj − µj)

)
= Cov(Xi,Xj) = Σij.Ainsi E(S) = Σ.(b) Soit z ∈ R

p. On azT
Σz = z T E

(
(X− µ)(X − µ)T

)z
= E

(zT (X − µ)(X − µ)T z) = E
(
(z T (X− µ))2

)
.Puisque (z T (X − µ))2 ≥ 0 , on en déduit que z T

Σz ≥ 0 , d'où, Σ est semi-dé�nie positive.(
) On pose A = (aij) = (a1, . . . ,ap)
T . De Y = A

T
X, on a Yi = aT

i X, i =
1, . . . , p.i. Pour l'espéran
e on trouve

E(Yi) = E
( p∑

j=1

ajiXj

)
=

p∑

j=1

aji E(Xj) = aT
i E(X), i = 1, . . . , p.Don
 E(Y) = A

T E(X).ii. La varian
e vaut
Var(Y) = E

(
(Y − E(Y))(Y − E(Y))T

)

= E
(
(AT

X −A
T µ)(AT

X− A
T µ)T

)

= E
(
A

T (X − µ)(X − µ)TA
)

= A
T E

(
(X − µ)(X − µ)T

)
A = A

T Var(X)A.29. On sait que la densité de X1 et X2 est λ exp(−λx). En utilisant la formule pourla 
onvolution (page 80(1997) ou 81(2001) ), on trouve :(a) fX1+X2
(z) = λ2

∫ z

0
exp

(
− λ(z − x)

)
exp(−λx) dx

= λ2 exp(−λz)

∫ z

0
dx = λ2 exp(−λz)z.(b) fX1+X2+X3

(z) = λ3

∫ z

0
exp

(
− λ(z − x)

)
x exp(−λx) dx

= λ3 exp(−λz)

∫ z

0
z dx = λ3 exp(−λz)

z2

2
.



28 4 Variables aléatoires(
) L'intégrant de la 
onvolution pour l'étape n + 1 est xn, qui augmente, au
ours de l'intégration, le dénominateur et la puissan
e de x, la densité de laloi Gamma de paramètres p = n et λ est
λn

(n − 1)!
xn−1 exp(−λx).



Chapitre 6Modèles statistiques et estimation de para-mètres1. Le biais de θ̂ = max(Y1, . . . , Yn) est −θ/(n+1), 
'est-à-dire que Eθ(θ̂) = θ/(n+1),l'estimateur θ∗ = (n + 1)/n · θ̂ est alors non biaisé.2. (a) E(T ) = (α + β)θ, 
'est-à-dire T est non biaisé pour toutes les valeurs de αet β qui satisfont α + β = 1.(b) Var(T ) = α2σ2 + β2σ2 = (2α2 − 2α + 1)σ2, en dérivant par rapport à α eten annulant on trouve α = β = 1/2.3. L'espéran
e et la varian
e d'une loi de Poisson sont égales au paramètre λ. Lebiais de λ̂ est alors b λ̂(λ) = λ − λ = 0 et la varian
e vaut Var(λ̂) = λ/n.4. (a) Nous avons
(Y1 − Ȳ )2 + (Y2 − Ȳ )2 = Y 2

1 + Y 2
2 − 2Ȳ (Y1 + Y2) + 2Ȳ 2

= Y 2
1 + Y 2

2 − 2Ȳ 2Ȳ + 2Ȳ 2 = Y 2
1 + Y 2

2 − 2Ȳ 2

= Y 2
1 + Y 2

2 − 2
(Y1 + Y2)

2

4
=

1

2
Y 2

1 +
1

2
Y 2

2 − Y1Y2

=
1

2
(Y1 − Y2)

2.(b) Var(Y1 − Y2) = E
(
(Y1 − Y2)

2
), 
ar E(Y1 − Y2) = 0. D'autre part, l'indépen-dan
e de Y1 et Y2 entraine que Var(Y1 − Y2) = 2σ2.(
) E(σ̂2) = E

(
1/2 · 1/2(Y1 − Y2)

2
)

= 1/4 · 2/σ2 = σ2/2 et E(s2) = E(1/2(Y1 −
Y2)

2) = 1/2 · 2/σ2 = σ2.5. (a) Non, la moyenne est non biaisée 
omme estimateur de l'espéran
e.(b) CMEg(µ̂2) = Varg(µ̂2) + bµ̂2
(g)2 = 1/2 · σ2 et CMEg(µ̂3) = 1/3 · σ2.(
) Il devrait 
hoisir µ3, 
ar tous les deux sont non biaisés, mais µ3 à un CMEplus petit.6. (a) Comme E(µ̂) = µ

∑
ai, la 
ondition sur les ai est ∑ ai = 1.(b) Nous avons

CMEµ(µ̂) = Varµ(µ̂) + bµ̂(µ)2 = σ2
∑

a2
i µ

2
(∑

ai − 1
)2

.(
) La fon
tion à minimiser est F (a1, . . . , an, λ) = σ2
∑

a2
i − λµ

(∑
ai − 1

). Endérivant par rapport à ai et en annulant nous trouvons ai = λµ/(2σ2). Enremplaçant 
e
i dans l'équation qui annule la dérivée de F par rapport à λnous obtenons µ
∑

λµ/(2σ2) = µ, don
 λ = 2σ2/(nµ) et ai = 1/n.29
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Chapitre 7Méthodes d'estimation1. (a) Selon le graphique, on propose un modèle quadratique.
•

•

•

•

• •

•

x

y

-3 -2 -1 0 1 2 3

2
3

4
5

6
7

8

(b) E(εi) = 0, Var(εi) = σ2 et Cov(εi, εj) = 0 (i 6= j).(
) On ajuste yi = α + βx2
i + εi, i = 1, . . . , n, où n = 7, ave
 la méthode de larégression linéaire.(d) (α, β)T = (XT

X)−1
X

Ty = (1.91, 0.49)T .(e) Les résidus sont r = y − ŷ = (0.09, 1.65, 1.11, 0.59,−0.21,−1.89,−1.35)T etleur somme vaut 0.(f) ŷi = 1.91 + 0.49 · 42 = 9.75 .Remarque : En ajustant le modèle yi = α + β1xi + β2x
2
i + εi, i = 1, . . . , n, où

n = 7, ave
 la méthode de la régression linéaire multiple (p = 2), on obtiendrait(d) (α, β1, β2)
T = (XT

X)−1
X

Ty = (1.91,−0.56, 0.49)T .(e) Les résidus sont r = (0.09,−0.04,−0.01, 0.03, 0.36,−0.76, 0.34)T et leur som-me vaut 0.(f) ŷi = 1.91 − 0.56 · 4 + 0.49 · 42 = 7.54 .2. (a) La droite 
her
hée est d'équation : ŷi − y0 = β̂(xi − x0), i = 1, . . . , n, et onveut minimiser C(β) =
∑n

i=1

(
yi − y0 − β(xi − x0)

)2. Don

∂C(β)

∂β

∣∣∣
β̂

= 0 ⇐⇒ β̂ =

∑n

i=1
(xi − x0)(yi − y0)

∑n

i=1
(xi − x0)

2
.(b) (x0, y0) = (0, 0) et don
 β̂ =

∑n
i=1 xiyi

/∑n
i=1 x2

i . Comme la régressionnon-for
ée passe toujours par le 
entre de gravité P (x̄, ȳ), les équations ne
hangent pas. 31



32 7 Méthodes d'estimation(
) β̂ = (99/4)/35 = 0.7071 et la droite ajustée est d'équation y = 3.9 + 0.71x.

•

•

•

•
•

• •

x

y

1 2 3 4 5 6 7

3
4

5
6

7
8

3. (a) Ave
 la méthode des moindres 
arrés, on trouve l'équation de la droite y =
−233.75 + 1.75x .

•

•
•

•

•

•

x

y

160 165 170 175 180

50
60

70
80

(b) Selon le s
héma sur la page 115(1997) ou 118(2001) en bas, on trouve :sour
e SC d.l. CMmodèle SCm = 23434.64 2 SCm /2erreurs SCe = 165.34 4 SCe /4total SCt = 23600.00 6La version alternative est (s
héma sur la page 116(1997) ou 118(2001) enbas) : sour
e SC d.l. CMrégression SCr = 863.99 1 SCrerreurs SCe = 165.34 4 SCe /4total (
orr) SCt = 1029.33 5(
) σ̂2 = CMe = 165.34/4 = 41.34 .(d) R2 = SCr /SCt = 0.84 .4. (a) On a le modèle yi = α̃ + βxi + εi, i = 1, . . . , n, où α̃ = α − βx̄. Don
l'estimateur des moindres 
arrés de β̂ est le même, de plus, α̂ = (ȳ − β̂x̄) +
β̂x̄ = ȳ.



7 Méthodes d'estimation 33(b) β̂ = SXY /SXX = 0.270602 et α̂ = 41.25 .5. (a) Selon le graphique suivant, on propose un modèle linéaire.
•

•

•

•

•

•

•

x

y

0 2 4 6 8 10 12

5
10

15
20

25

(b) Ave
 la méthode des moindres 
arrés, on trouve l'équation de la droite y =
1.518 + 1.930x.(
) Selon le s
héma sur la page 116(1997) en bas ou 118(2001) en bas, on trouve :sour
e SC d.l. CMrégression SCr = 417.3432 1 SCrerreurs SCe = 0.9368 5 SCe /5total (
orr.) SCt = 418.28 6
R2 = SCr /SCt = 0.998 .6. Pour la loi de Poisson P{Y = y} = exp(−λ)λy/y! on trouve

V (λ) = exp(−λ5)

5∏

i=1

λyi

yi!
,

L(λ) = −λ5 +

5∑

i=1

yi log(λ) −
5∑

i=1

log(yi!).En dérivant et annulant, on trouve λ̂MV = ȳ = 25/6 .7. Y est une variable aléatoire binomiale négative de paramètre r et p. Don

V (p) =

n∏

i=1

P{Y = k} =

n∏

i=1

(
ki − 1

r − 1

)
pr(1 − p)ki−r,

L(p) =
n∑

i=1

log

((
ki − 1

r − 1

))
+ nr log(p) +

n∑

i=1

(ki − r) log(1 − p).En dérivant et annulant, on trouve p̂MV = nr
/∑n

i=1 ki = r
/
k̄.8. (a) V (θ) =

n∏

i=1

θ−1
1(0,θ] = θ−n.



34 7 Méthodes d'estimation(b) La fon
tion 1/θn n'a pas de maximum dans [ 0, 1 ] . Mais 
lairement V (0) >
V (θ), θ > 0 .

x

1/
th

et
a^

n

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0(
) Selon le raisonnement pré
édent, on devrait 
hoisir θ̂MV = 0, qui est totale-ment �non sense�.9. (a) Pour f(y) = θ/2 exp(−θy)(θy)2 on trouve
V (θ) =

θn

2n

n∏

i=1

(θyi)
2 exp(−θyi),

L(θ) = n log(θ) + 2

n∑

i=1

log(θyi) − θ

n∑

i=1

yi.En dérivant et annulant, on trouve θ̂MV = 3/ȳ.Pour la loi de Poisson P{X = z} = exp(−2θ)(2θ)z/z! on trouve
V (θ) = exp(−2θm)

m∏

i=1

(2θ)zi

zi!
,

L(θ) = −2θm +
m∑

i=1

zi log(2θ) −
m∑

i=1

log(zi!).En dérivant et annulant, on trouve θ̂MV = z̄/2 .(b) On a égalité si z̄ = 6/ȳ est satisfait.10. (a) Pour une loi exponentielle E(λ), on trouve
V (λ) =

n∏

i=1

λ exp(−λxi) = λn exp
(
− λ

n∑

i=1

xi

)
,

L(λ) = n log(λ) − λ

n∑

i=1

xi.En dérivant et annulant, on trouve λ̂MV = λ̂ = 1/x̄.(b) x̄ = 92.96, don
 λ̂ = 0.01 .



Chapitre 8Tests statistiques1. Comme σ est in
onnu, on applique un test t de Student ave
 
omme hypothèsenulle H0 : µ = 8.5 et 
omme alternative H1 : µ 6= 8.5. Sous H0, t =
√

n(Ȳ −
8.5)

/
s ∼ tn−1 et nous observons tobs =

√
100 (9.25 − 8.5)

/√
1.35 = 6.455 >

qt99(97.5%), 
'est-à-dire qu'on peut rejeter l'hypothèse H0.2. (a) E(yi) = E(µ+εi) = E(µ)+E(εi) = µ, Var(yi) = Var(µ+εi) = Var(εi) = σ2.(b) C(µ) =
∑n

i=1(yi −µ)2 est à minimiser, la dérivée de C par rapport à µ vaut
−2
∑n

i=1 yi + 2n µ, en annulant nous trouvons µ̂ = 1
/
n
∑n

i=1 yi = ȳ.(
) Comme σ est in
onnu, on applique un test t de Student ave
 
omme hy-pothèse nulle H0 : µ = 0 et 
omme alternative H1 : µ > 0. Sous H0,
t =

√
n(Ȳ − 0)

/
s ∼ tn−1 ave
 s2 =

∑n
i=1(Yi − Ȳ )2

/
(n − 1). A partir desdonnées, on 
al
ule la valeur observée tobs de la statistique t et ensuite on
ompare 
ette valeur au quantile 95% de la loi t ave
 n− 1 degrés de liberté.Si tobs est supérieure à 
e quantile, on rejette l'hypothèse nulle H0.(d) Dans le 
as de H1 : µ 6= 0, on 
ompare |tobs| au quantile 97.5% de la loi tave
 n − 1 degrés de liberté. Si |tobs| est supérieure à 
e quantile, on rejettel'hypothèse nulle H0.(e) Comme valeurs numériques, on trouve ȳ = −0.027, s2 = 0.127 et tobs =

−0.201. Don
, 
omme qt6(95%) = 1.943, qt6(97.5%) = 2.447, l'hypothèsenulle H0 ne peut pas être rejetée dans les deux 
as.(f) Pour le 
as univarié on trouve la p-valeur = P{t > tobs} = P{t > −0.221} =
0.576 et pour le 
as bivarié : p-valeur = P{ | t | > 0.221} = 0.848 .3. Les é
hantillons sont appariés, don
 posons di = yi − xi et ∆ = E(di). On trouveles valeurs numériques suivantes : d̄ = −0.113 et s2

d = 0.037 . Nous allons testerl'hypothèse nulle H0 : ∆ ≤ 0 
ontre l'alternative H1 : ∆ ≤ 0. Sous l'hypothèsenulle, t =
√

n d̄
/
sd ∼ t14 et nous observons ∣∣tobs∣∣ = √

5 (0.113)
/√

0.037 = 2.266 >
qt14(97.5%) = 1.761, don
 l'hypothèse nulle doit être rejetée.4. (a) Les hypothèses H0 : µ = 365, H1 : µ < 365 sont à tester à l'aide de lastatistique de test t =

√
7 (Ȳ − 365)

/
s, sous l'hypothèse nulle t ∼ t6 et onobserve tobs =

√
7 (354.6 − 365)

/√
251.8 = −1.734 > qt6 (5%) = −1.943,don
 l'hypothèse nulle ne peut pas être rejetée.(b) �H0 vraie et rejetée� 
orrespond à l'erreur de première espè
e = 5%. Laproportion de laboratoires qui observeront une éviden
e plus forte 
ontre H0est égal à la p-valeur = P{t < tobs} = P{t < −1.734} = 6.7%.35



36 8 Tests statistiques5. Les é
hantillons sont non appariés ave
 ∆̂ = ȳ − x̄ = −2.9 et s2
p = (12 s2

x +
22 s2

y)
/
23 = 69.930 . Les hypothèses H0 : µx = µy, H1 : µx 6= µy sont à testerà l'aide de la statistique de test t =

√
13 · 12

(
Ȳ − X̄

)/(
sp

√
(13 + 12)

) qui estdistribuée selon une loi t23 sous l'hypothèse nulle. On observe |tobs| = |−0.8663| <
qt (97.5%) = 2.069, don
 l'hypothèse nulle ne peut pas être rejetée.6. (a) Les é
hantillons sont non appariés ave
 ∆̂ = ȳ − x̄ = −73 et s2

p = (11s2
x +

5s2
y)
/
16 = 4490.25. Les hypothèses H0 : µx = µy, H1 : µx 6= µy sont àtester à l'aide de la statistique de test t =

√
12 · 6 (Ȳ − X̄)

/
(sp

√
(12 + 6))qui est distribuée selon une loi t16 sous l'hypothèse nulle. On observe |tobs| =

| − 2.179| > qt16(97.5%) = 2.12, don
 l'hypothèse nulle doit être rejetée.(b) X ∼ N (µx, σ2), Y ∼ N (µy, σ
2) et Cov(X,Y ) = 0 .7. (a) Y 5 est distribuée selon la loi normale ave
 espéran
e E(Y 5) =

∑5
i=1E(Yi

/
5) =

µ = 0 et varian
e Var(Ȳ5) =
∑5

i=1 Var(Yi)
/
25 = 1

/
5 .(b) Comme σ est 
onnu, on applique un test z ave
 
omme hypothèse nulle H0 :

µ = 0 et 
omme alternative H1 : µ 6= 0. Sous H0, z =
√

5 ȳ5

/
σ ∼ N (0, 1)et nous observons |zobs| = |

√
5 0.649| = 1.450 < 1.96, 
'est-à-dire qu'on peutrejeter l'hypothèse H0. La p-valeur est 2 − 2Φ(1.450) = 14.8%.(
) Y 10 ∼ N (9, 1/10).(d) ȳ10 = 1.111, de la même façon que sous (b) on obtient |zobs|= |

√
10 1.111| =

|3.512| > 1.96, don
 l'hypothèse nulle doit être rejetée(e) On a 
ommis une erreur de deuxième espè
e : on n'a pas rejeté, alors quel'hypothèse nulle est en réalité fausse. La raison est que la déte
tion d'unealternative pro
he de H0 est plus fa
ile si n est grand.8. (a) √
10 Y

/
s ∼ t9 sous l'hypothèse H0.(b) ȳ = 1.111, s2 = 0.927 et tobs =

√
10 ȳ

/
s = 3.648, 
omme la statistique de test

t =
√

10 Ȳ
/
s est distribuée selon la loi t9 et qt9(97.5%) = 2.262 < |3.648|,l'hypothèse nulle doit être rejetée.9. Les é
hantillons sont appariés ave
 di = régime IIi−régime Ii, E(di) = ∆, d'où d̄ =

10.58 et s2
d = 149.719 . La statistique de test t =

√
12 d̄

/
sd ∼ t11, sous l'hypothèsenulle H0 : ∆ = 0. Car |tobs| = |2.996| > qt11 (97.5%) = 2.201, l'hypothèse nulledoit être rejetée.10. L'hypothèse nulle H0 : µ = 3.1, les athlètes est-allemandes ne sont pas dopées,est testée à l'aide de la statistique de test t =

√
9 (Ȳ − 3.1)

/
s, qui est distribuéeselon une loi t8 sous l'hypothèse nulle. L'hypothèse alternative est H1 : µ > 3.1 etnous observons ȳ = 3.257, s2 = 0.055 et tobs = 1.996 > qt8(95%) = 1.860 . Don
l'hypothèse nulle doit être rejetée.



Chapitre 9Intervalle de 
on�an
e1. (a) Ȳ − µ ∼ N (0, c2/n) .(b) L'intervalle 
her
hé est [ Ȳ ± c · qN (95%)
/√

n
] .(
) La longueur vaut 2c · qN (95%)/

√
n = 3.3 c/

√
n .(d) Plus n augmente, plus l'intervalle de 
on�an
e devient petit, 
'est-à-direl'estimation devient plus pré
ise ave
 plus d'observations. Plus c diminue,plus l'intervalle de 
on�an
e devient petit, 
e qui est logique 
ar les mesuressont plus pré
ises.2. (a) L'intervalle de 
on�an
e est [ Ȳ ± s · qtn−1(95%
)
/
√

n
] .(b) La longueur vaut 2s · qtn−1(95%)

/√
n .(
) qN (95%) < qtn−1(95%), don
 l'intervalle de 
on�an
e le plus pré
is est 
eluide l'exer
i
e pré
édent. Lorsque n devient grand le quantile de la loi deStudent va s'appro
her du quantile de la loi normale.3. (a) ȳ = 1.02 et s = 0.264 .(b) L'intervalle de 
on�an
e 
her
hé vaut [ 0.82, 1.23 ] .4. L'intervalle 
her
hé vaut [ Ȳ ± c · qnormale(99.5%)

/√
n
]

= [ 99.172, 102.628 ].5. (a) Y1, . . . , Y25 i.i.d. selon la loi normale de paramètres µ et σ2 .(b) µ̂ = Ȳ = 1.61 et σ̂2 = s2 = 0.090 .(
) [ Ȳ ± s · qt24(97.5%)
/√

n ] = [ 1.49, 1.74 ] .6. L'intervalle de 
on�an
e pour µA vaut [ x̄±s·qtn−1(97.5%)
/√

n
]

= [ 28.78, 31.22 ] ,ave
 x̄ = 30 et s2
x = 2.89 . Pour le deuxième é
hantillon on trouve ȳ = 28 et

s2
y = 2.86 . La statistique de test t de Student pour deux é
hantillons vaut alors :

ȳ − x̄√
s2
p(n + m)/(nm)

= −2.487 , où s2
p =

(n − 1)s2
x + (m − 1)s2

y

n + m − 2
= 2.87 .Comme −2.487 < −2.12 = qt16(2.5%) on doit rejeter l'hypothèse nulle de l'égalitédes deux moyennes.7. La pente β est estimée par β̂ =

∑n
i=1 yi(xi−x̄)

/∑n
i=1(xi−x̄)2 = 1.93 et l'intervallede 
on�an
e pour β vaut [ β̂ ± σ̂ · qt5(97.5%)

/√∑n
i=1(xi − x̄)2

]
= [ 1.83, 2.04 ],où σ̂2 =

∑n
i=1(yi − ŷi)

2
/
(n − 2) = 0.433.37



38 9 Intervalle de 
on�an
e8. (a) Ave
 ti = x2
i nous trouvons α̂ =

∑n
i=1 yi(ti− t̄ )

/∑n
i=1(ti− t̄ )2 et µ̂ = ȳ− α̂t̄ .(b) α̂ = −0.017, µ̂ = 1.153 et σ̂2 = SCe /(n − 2) = 22.329 .(
) L'intervalle de 
on�an
e pour α vaut [ α̂±σ̂ ·qt5(97.5%)

/√∑n
i=1(ti − t̄ )2

]
=

[−1.342, 1.309 ] , il se base sur l'hypothèse que les données sont i.i.d. et dis-tribuées selon une loi normale.(d) On 
onstate que les points sont à peu près alignés sur une droite, un meilleurmodèle est 
elui de la régression simple yi = µ + αxi + εi .9. (a) Les estimateurs de α et β2 valent β̂2 =
∑n

i=1 yi(xi2− x̄2)
/∑n

i=1(xi2− x̄2)
2 =

−5.123, α̂ = ȳ − β̂2x̄ = 321.314 .(b) L'intervalle de 
on�an
e pour β2 est [ β̂2 ± σ̂·qt10(97.5%)
/√∑n

i=1(xi2 − x̄2)2
]

= [−7.371,−2.875 ], où σ̂ =
∑n

i=1(yi − ŷi)
2
/
(n − 2) = 25.462.10. Les observations Y1, . . . , Y12 sont supposées i.i.d. selon une loi normale de para-mètres µ et σ2 . L'intervalle de 
on�an
e pour µ est [ Ȳ ± s · qt11(97.5%)

/√
n ] =

[ 12.42, 14.88 ], où s2 =
∑n

i=1(yi − ȳ)2
/
(n − 1).11. (a) Yi ∼ E(λ) ave
 E(Yi) = 1/λ = µ, une estimation de µ est µ̂ = Ȳ . Les variables

λYi sont distribuées selon la loi E(1) et la variable λ
∑n

i=1 Yi selon la loiGamma de paramètres n et 1 (i.e. G(n, 1) ). Nous avons alors 90% = P
{
c1 ≤

λ
∑n

i=1 Yi ≤ c2

}
= P

{∑n
i=1 Yi

/
c2 ≤ µ ≤ ∑n

i=1 Yi/c2

}, où c1 = qGn,1(5%),
c2 = qGn,1(95%) et nous trouvons don
 l'intervalle de 
on�an
e de niveau
90% pour µ suivant :

[ ∑n
i=1 Yi

qGn,1(95%)
,

∑n
i=1 Yi

qGn,1(5%)

]
.(b) ∑40

i=1 Yi = 3724.79 , qGn,1(5%) = 39.67 et qGn,1(95%) = 50.94 , don
 noustrouvons l'intervalle de 
on�an
e pour µ suivant [ 73.12, 93.90 ] .12. (a) Comme Y ∼ B(1000, p) et p̂ = Y
/
1000, E(p̂) = E(Y )

/
1000 = p et Var(p̂) =

Var(Y )
/
10002 = p(1 − p)

/
1000 .(b) Il su�t de montrer que E(T ) = 0 et Var(T ) = 1, 
e qui est juste d'après (a).(
) Notons z2 = qN 2(97.5%), P
{
T 2 ≤ z2

}
= P

{
p1(p̂) ≤ p ≤ p2(p̂)

}, où
p1/2(p̂) =

2000p̂ + z2 ± z
√

4000p̂ − 4000p̂2 + z2

2000 + 2z2
.(d) Numériquement l'intervalle obtenu sous (
) vaut [ 0.490, 0.552 ] .(e) L'intervalle de 
on�an
e 
her
hé est de la forme

[
p̂ ± z

√
1

1000
p̂(1 − p̂)

]
.



9 Intervalle de 
on�an
e 39(f) Numériquement nous obtenons [ 0.49, 0.552 ] , 
e qui est exa
tement le mêmeintervalle que sous (d) (au moins si on arrondit à trois dé
imales).13. (a) La densité de la loi Gamma de paramètres n et λ, G(n, λ), est λ
/
Γ(n)(λx)n−1

· exp(−λx), nous avons alors
P{Z ≤ x} = P

{
Y ≤ x

k

}
=

∫ x/k

0

λ

Γ(n)
(λu)n−1 exp(−λu) du

=

∫ x

0

λ

kΓ(n)

(λ

k
t
)n−1

exp
(
− λ

k
t
)

dt.La dernière égalité a été obtenue ave
 la substitution t = ku, la fon
tion àl'intérieur de la dernière intégrale est la densité de la loi Gamma de para-mètres n et λ/k, alors Z ∼ G(n, λ/k).(b) λY ∼ G(n, 1) 
ar
P{λY ≤ x} = P

{
Y ≤ x

λ

}
=

∫ x/λ

0

λ

Γ(n)
(λu)n−1 exp(−λu) du

=

∫ x

0

1

Γ(n)
tn−1 exp(−t) dt,ave
 la substitution u = λx . D'après (a) nous avons 2λY ∼ G(n, 1/2) = χ2

2n .(
) Pour Y ∼ G(n, λ) un intervalle de 
on�an
e de niveau 90% pour λ est
[ q(5%)

2Y
,
q(95%)

2Y

]
,où q(5%) et q(95%) sont les quantiles de la loi χ2

2n .14. Comme Ȳ ∼ N (θ, 1/n) nous trouvons
P

{
Ȳ − 2√

n
≤ θ ≤ Ȳ +

2√
n

}
= P

{
−2 ≤ √

n(Ȳ −θ) ≤ 2
}

= Φ(2)−Φ(−2) = 0.954 .15. (a) E(β̂) = 1
Pn

i=1 x4
i

∑n
i=1 x2

i E(Yi) = 1
Pn

i=1 x4
i

∑n
i=1 x2

i βx2
i = β, alors β̂ est nonbiaisé.(b) β̂ = 0.780 .(
) Var(β̂) =

(∑n
i=1 x4

i

)−2∑n
i=1 x4

i Var(Yi) = a2
/∑n

i=1 x4
i , alors la loi de β̂ est

N
(
β, a2

/∑n
i=1 x4

i

) don
 le pivot 
her
hé est
√∑n

i=1
x4

i

β̂ − β

a
∼ N (0, 1)et l'intervalle de 
on�an
e pour β est

[BI , BS ] =
[
β̂ ± a√∑n

i=1 x4
i

qnormale(99.5%)
]
.(d) [ bI , bS ] = [ 0.747, 0.812 ] .



40 9 Intervalle de 
on�an
e(e) Voi
i le graphique représentant les données, la 
ourbe ajustée et ses �
ourbesde 
on�an
e� :

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

2

4
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10
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16

18

20
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y

16. (a) β̂ =
∑n

i=1 yi(xi − x̄)
/∑n

i=1(xi − x̄)2 = 1.307, α̂ = ȳ − β̂x̄ = 0.432 .(b) ŷ(−1) = 0.432 − 1.307 = −0.875 .(
) Ave
 ti = x2
i nous trouvons β̂ =

∑n
i=1 yi(ti − t̄ )

/∑n
i=1(ti − t̄ )2 = 0.326 et

α̂ = ȳ − β̂t̄ = 1.089 , dans le nouveau modèle la prédi
tion vaut ŷ(−1) =
1.416 .(d) La statistique de test pour tester H0 : β = 1/3 est

t-penteobs =

√∑n
i=1(ti − t̄ )2(β̂ − 1/3)

σ̂
= −0.3396 ,où σ̂ ==

∑n
i=1(yi − ŷi)

2
/
(n − 2) = 0.0804. Comme | − 0.3396| < 3.182 =

qt3(97.5%) on ne peut pas rejeter l'hypothèse nulle.17. (a) β̂ = 20.28, α̂ = 296.85, σ̂2 = 87.8 .(b) L'intervalle 
her
hé vaut
[

β̂ ± σ̂ · qt8(97.5%)
/√∑n

i=1
(xi − x̄)2

]
= [ 17.86, 22.66 ] .



Chapitre 10Régression multiple1. (a) yi = α + β1xi1 + β2xi2 + εi, où i = 1, . . . , 25 et ε1, . . . , ε25 i.i.d. N (0, σ2).(b) L'estimateur de θ̂ = (α, β1, β2)
T est θ̂ = (XT

X)−1
X

Ty , oùX = (1, x 1, x 2),
1 = (1, . . . , 1)T , x 1 et x 2 respe
tivement les ve
teurs des quantités de pluieet des températures moyennes relevées.(
) Var(θ̂) = σ2(XT

X)−1, 
omme σ2 n'est pas 
onnu, il faut l'estimer par∑n
i=1 r2

i

/
(n − p − 1) = 243.3/22 = 11.0591. L'estimation de la varian
ede θ̂ vaut alors V̂ar(θ̂) = (38.0101, 0.0155, 0.0232)T .(d) R2 = (SCt− SCe)/ SCt = 184.2

/
(184.2 + 243.3) = 0.43 .(e) Fobs = CMr /CMe = (184.2/2)
/
(243.3/22) = 8.33, 
omme qF2,22(95%) =

3.44 on rejette H0 : β1 = β2 = 0.(f) L'intervalle de 
on�an
e est [ β̂2 ± σ̂
√[

(XT X)−1
]
i+1,i+1

qtn−p−1(97.5%)
]

=

[−1.41, 0.30 ], ave
 qt22(97.5%) = 2.074.(g) La statistique de test pour tester H0 : “ω est le vrai modèle� vaut
Fobs =

(SCe(ω) − SCe(Ω))/(p − q)

SCe(Ω)/(n − p − 1)
=

(336.5 − 243)/1

243/22
= 8.41.Comme qF1,22(95%) = 4.30 < 8.41, on ne peut pas rejeter H0.2. La statistique de test pour 
omparer deux modèles ω ⊂ Ω est

Fobs =
(SCe(ω) − SCe(Ω))/(p − q)

SCe(Ω)/(n − p − 1)
,où q et p sont le nombre de paramètres −1 dans ω et Ω respe
tivement. Le 
hoixdu modèle se fait su

essivement de la façon suivante :� ω = 
st,si Ω = {
st, x1} : F = 109.65,si Ω = {
st, x2} : F = 65.62,si Ω = {
st, x3} : F = 3.8,
omme qF1,20(95%) = 4.351, on introduit x1 ;� ω = {
st, x1},si Ω = {
st, x1, x2} : F = 7.35,si Ω = {
st, x1, x3} : F = 0.56,
omme qF1,18(95%) = 4.414, on introduit x2 ;� ω = {
st, x1, x2},si Ω = {
st, x1, x2, x3} : F = 0.89
omme qF1,16(95%) = 4.494, on n'introduit pas x3.41



42 10 Régression multipleLe modèle séle
tionné est don
 {
st, x1, x2}.3. (a) Pour le graphique 
f. (d).(b) Visiblement le modèle yi = α + β1xi + εi n'est pas satisfaisant. On ne peutpas ajuster une droite à 
es données.(
) L'estimateur des moindres 
arrés de θ̂ = (α̂, β̂1, β̂2)
T est donné par θ̂ =

(XT
X)−1

X
Ty , où X = (1, x , x 2), 1 = (1, . . . , 1)T , x = (x1, . . . ,x 16)

Tet x 2 = (x2
1, . . . ,x 2

16)
T . Numériquement nous trouvons les estimations θ̂ =

(9.2336, 0.3059,−0.1086)T .(d) Le graphique 
i-dessous montre le s
atterplot des données ainsi que la droitede la régression simple et la parabole ajustée sous (
). Il est évident que lemodèle polyn�mial en x fournit un meilleur ajustement que le modèle linéaireen x.
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4. (a) Le premier tableau donne pour Ω les estimations des paramètres ainsi queleurs é
art-types estimés et les valeurs de la statistique de test t pour testerl'hypothèse nulle que le paramètre 
on
erné vaut zéro 
ontre l'alternativequ'il est non nul. Dans la dernière 
olonne nous trouvons les p-valeurs de 
estests, les valeurs numériques indiquent que tous les paramètres sont signi�-
ativement non nuls à l'ex
eption de β3.Le deuxième tableau 
ontient l'ANOVA pour le modèle Ω. Nous obtenonsles sommes des 
arrés de la régression et des erreurs ainsi que leurs degrésde liberté et les 
arrés moyen de l'erreur. La valeur de la statistique detest F et la p-valeur 
orrespondent au test F pour tester l'hypothèse nulle
H0 : β1 = β2 = β3 = 0 simultanément, 
e qui doit être rejeté d'après lavaleur donnée. A la dernière ligne nous trouvons la 
orrélation multiple R2,le pour
entage de la variation totale expliquée par le modèle, qui est dans 
e
as-
i su�samment grand.Ensuite, nous trouvons les mêmes informations pour le modèle ω, et nousarrivons aux 
on
lusions suivantes : tous les paramètres du modèle sont si-gni�
ativement non nuls, le test F rejette l'hypothèse que β1 = β2 = 0simultanément et le R2 est su�samment grand pour garantir un bon ajus-tement.(b) σ̂ =

√
CMe =

√
10.52 = 3.24 .(
) L'intervalle 
her
hé est [ β̂2 ±

(
V̂ar(β̂2)

)1/2
qt17(97.5%)

]
= [ 1.22, 1.38 ], ave


qt17(97.5%) = 2.11 et (V̂ar(β̂2)
)1/2

= 0.04 .



10 Régression multiple 43(d) La valeur observée de la statistique de test F (
f. exer
i
e 3) vaut Fobs =
(188.8− 178.8)

/
(178.8/17) = 0.95. Comme qF1,17(95%) = 4.45 > 0.95 on nepeut pas rejeter l'hypothèse nulle que ω est le vrai modèle.5. Nous 
onsidérons le modèle y = θX + ε pour des erreurs ε i.i.d. selon N (0, σ2),où X = (1, x , x 2), 1 = (1, . . . , 1)T , x = (x1, . . . , x12)

T et x 2 = (x2
1, . . . , x

2
12)

T .L'estimateur des moindres 
arrés vaut θ̂ = (XT
X)−1

X
Ty . Nous trouvons

(XT
X)−1 =




12
∑x 1i

∑ x 2i∑ x 1i
∑ x 2

1i

∑ x 1ix 2i∑ x 2i
∑ x 1ix 2i

∑ x 2
2i




−1

=




7.506 −0.328 0.030
−0.328 0.026 −0.003
−0.030 −0.003 0.002


et X

Ty = (1033.18, 680, 44169)T . Finalement θ̂ = (323.89,−0.205,−5.096)T .6. (a) yi = α + β1x1i + β2x2i + εi, i = 1, . . . , 18, où les erreurs εi sont i.i.d. selonune loi N (0, σ2).(b) L'estimateur de β = (α, β1, β2)
T est β̂ = (XT

X)−1
X

Ty où X = (1, x 1, x 2),
1 = (1, . . . , 1)T , x 1 et x 2 les ve
teurs des puissan
es et des poids respe
tive-ment.(
) Var(β̂) = σ2(XT

X)−1.(d) R2 = SCt− SCe / SCt = 0.68 , la valeur maximale théorique de R2 est 1.(e) Fobs = CMr /CMe = 16.43 > 3.682 = qF2,15(95%) et don
 on rejette l'hy-pothèse H0.(f) Les statistiques de test t pour les pentes β1 et β2 valent :
t
(1)obs =

β̂1√
V̂ar(β1)

= 2.40 , t
(2)obs =

β̂2√
V̂ar(β2)

= 1.45 .Comme qt15(97.5%) = 2.131 l'hypothèse nulle H0 : β1 = 0 doit être rejetée,tandis que H0 : β2 = 0 ne peut pas être rejetée.(g) yi = α + β1x1i + εi, où les erreurs ε sont i.i.d. selon une loi N (0, σ2).(h) La valeur observée de la statistique du test F (
f. exer
i
e 3) vaut Fobs =
(266 − 230)

/
(230/15) = 2.34 < 4.54 = qF1,15(95%) et don
 on ne peut pasrejeter l'hypothèse nulle que le modèle donné sous (h) est su�sant.
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Chapitre 11Plans d'expérien
es1. (a) Tableau ANOVA :sour
e SC d.l. CM Test FA 3063.188 3 1021.063 9.277erreur 1320.750 12 110.062total (
orr.) 4383.938 15On a qF3,12(95%) = 3.490 < 9.277 , don
 on rejette H0.(b) Tableau ANOVA :sour
e SC d.l. CM Test FA 3063.188 3 1021.063 11.337B 510.188 3 170.063 1.888erreur 810.562 9 90.062total (
orr.) 4383.938 15(1) On a qF3,9(95%) = 3.863 < 11.377 , don
 on rejette H0.(2) On a qF3,9(95%) = 3.863 > 1.888 , don
 on ne peut pas rejeter H0.(
) On 
onstate que le fait d'in
lure un nouveau fa
teur dans le modèle n'in-�uen
e que l'erreur. Ave
 le deuxième tableau, on 
on
lut que le fa
teur Bn'est pas signi�
atif à 95%, don
 on 
onserve le premier modèle.Les 
ommandes suivantes permettent d'obtenir les résultats 
i-dessus ave
 Splus(la première 
ommande permet d'imposer les 
ontraintes du type ∑i αi = 0) :> options(
ontrasts=
("
ontr.sum","
ontr.sum"))> exo1 <- 
(44,47,0,36,22,43,9,14,36,41,10,1,34,53,17,34)> A <- fa
tor(rep(
("A1","A2","A3","A4"),4))> summary(aov(exo1~A))Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)A 3 3063.188 1021.063 9.277115 0.001887965Residuals 12 1320.750 110.062> B <- fa
tor(rep(
("B1","B2","B3","B4"),rep(4,4)))> summary(aov(exo1~A+B))Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)A 3 3063.188 1021.063 11.33727 0.0020648B 3 510.188 170.063 1.88827 0.2020355Residuals 9 810.562 90.06245



46 11 Plans d'expérien
es2. (a) yij = µ + αi + βj + εij (i = 1, 2, 3 et j = 1, 2).(b) µ̂ = y.. = 3,
α̂1 = y1. − y.. = 0, α̂2 = y2. − y.. = −1, α̂3 = −α̂1 − α̂2 = 1,
β̂1 = y.1 − y.. = 0 et β̂2 = −β̂1 = 0et on obtient la dé
omposition suivante :

−1 1
−2 0

3 −1
=

0 0
−1 −1

1 1
+

0 0
0 0
0 0

+
−1 1
−1 1
−2 2Le tableau ANOVA est :sour
e SC d.l. CM Test FMa
hine 0 1 0 0Ouvrier 4 2 2 1/3erreur 12 2 6total (
orr.) 18 11On peut don
 
al
uler SCe = (−1)2 + 12 + (−1)2 + 12 + (−2)2 + 22 = 12,d'où σ̂2 = CMe = 6.(
) On veut tester H0 : α1 = α2 = α3 = 0.On a Fobs =

CMOuvrierCMe =
1

3
< 19.00 = qF2,2(95%), don
 on ne peut pasrejeter H0.Les 
ommandes suivantes permettent d'obtenir les résultats 
i-dessus ave
 Splus(la première 
ommande impose les 
ontraintes ∑i αi = 0 et ∑j βj = 0) :> options(
ontrasts=
("
ontr.sum","
ontr.sum"))> exo2 <- 
(2,1,6,4,3,2)> Ma
hine <- fa
tor(rep(
("A","B"),
(3,3)))> Ouvrier <- fa
tor(rep(1:3,2))> summary(aov(exo2~Ma
hine+Ouvrier))Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)Ma
hine 1 0 0 0.0000000 1.00Ouvrier 2 4 2 0.3333333 0.75Residuals 2 12 6> aov(exo2~Ma
hine+Ouvrier)$
oef(Inter
ept) Ma
hine Ouvrier1 Ouvrier23 4.07922e-16 4.440892e-16 -1



11 Plans d'expérien
es 473. (a) yij = µ + αi + βj + εij (i = 1, . . . , 4 et j = 1, . . . , 5).(b) Les paramètres ajustés sont les suivants :
µ̂ = y.. = 87.65 , β̂1 = y.1 − y.. = 0.35 ,

α̂1 = y1. − y.. = −2.45 , β̂2 = y.2 − y.. = −4.90 ,

α̂2 = y2. − y.. = 1.55 , β̂3 = y.3 − y.. = 4.85 ,

α̂3 = y3. − y.. = −1.25 , β̂4 = y.4 − y.. = 1.60 ,

α̂4 = −α̂1 − α̂2 − α̂3 = 2.15 , β̂5 = −β̂1 − β̂2 − β̂3 − β̂4 = −1.90 .(
) Tableau ANOVA :sour
e SC d.l. CM Test FMéthode 72.95 3 24.317 0.326E
ole 215.30 4 53.825 0.721erreur 896.30 12 74.692total (
orr.) 1184.55 19(d) H0 : α1 = α2 = α3 = α4 = 0.On a Fobs =
CMMéthodeCMe =

24.317

74.692
= 0.326 < 3.49 = qF3,12(95%), don
 onne peut pas rejeter H0.

H0 : β1 = β2 = β3 = β4 = β5 = 0.On a Fobs =
CME
oleCMe =

53.825

74.692
= 0.721 < 3.26 = qF4,12(95%), don
 on nepeut pas rejeter H0.Les 
ommandes suivantes permettent d'obtenir les résultats 
i-dessus ave
 Splus(la première 
ommande impose les 
ontraintes ∑i αi = 0 et ∑j βj = 0) :> options(
ontrasts=
("
ontr.sum","
ontr.sum"))> exo3 <- 
(79,84,95,94,92,96,65,78,86,94,98,92,85,91,86,95,84,81,88,90)> E
ole <- fa
tor(rep(1:5,rep(4,5)))> Methode <- fa
tor(rep(1:4,5))> summary(aov(exo3~E
ole+Methode))Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)E
ole 4 215.30 53.82500 0.7206293 0.5941645Methode 3 72.95 24.31667 0.3255606 0.8069295Residuals 12 896.30 74.69167> aov(exo3~E
ole+Methode)$
oef(Inter
ept) E
ole1 E
ole2 E
ole3 E
ole4 Methode1 Methode2 Methode387.65 0.35 -4.9 4.85 1.6 -2.45 1.55 -1.25



48 11 Plans d'expérien
es4. On dé�nit un fa
teur Personne à huit niveaux αi (i = 1, . . . , 8), un fa
teurAgent à deux niveaux β1 et β2 et on pose le modèle yij = µ + αi + βj + εij (i =
1, . . . , 8 et j = 1, 2).On teste ensuite l'hypothèse H0 : β1 = β2 = 0 pour savoir si les deux agentsdi�èrent signi�
ativement l'un de l'autre.Le tableau ANOVA est donné par :sour
e SC d.l. CM Test FPersonne 49.454 7 7.065 11.735Agent 0.681 1 0.681 1.131erreur 4.214 7 0.602total (
orr.) 54.349 16On a Fobs =

CMAgentCMe =
0.681

0.602
= 1.131 < 5.591 = qF1,7(95%), don
 on ne peutpas rejeter H0.Les 
ommandes suivantes permettent d'obtenir les résultats 
i-dessus ave
 Splus(la première 
ommande impose les 
ontraintes ∑i αi = 0 et ∑j βj = 0) :> options(
ontrasts=
("
ontr.sum","
ontr.sum"))> exo4 <- 
(8.4,12.8,9.6,9.8,8.4,8.6,8.9,7.9,9.4,15.2,9.1,8.8,8.2,9.9,9.0,8.1)> Pers <- fa
tor(rep(1:8,2))> Agent <- rep(
("A","B"),
(8,8))> summary(aov(exo4~Pers+Agent))Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)Pers 7 49.45438 7.064911 11.73469 0.0021598Agent 1 0.68062 0.680625 1.13051 0.3229653Residuals 7 4.21438 0.6020545. On pose le modèle yijkl = µ+f1i
+f2j

+f3k
+f4l

+εijkl (i = 1, 2, j = 1, 2, k =
1, 2 et l = 1, 2).(a) µ̂ = y.... = 9.5075,

f11
= y1... − y.... = 0.3675, f12

= −0.3675,
f21

= y2... − y.... = 0.0725, f22
= −0.0725,

f31
= y3... − y.... = −0.5575, f32

= 0.5575,
f41

= y4... − y.... = 4.5575, f42
= −4.5575.



11 Plans d'expérien
es 49(b) Le tableau ANOVA est donné par :sour
e SC d.l. CM Test F

f1 1.080 1 1.080 6.086
f2 0.042 1 0.042 0.237
f3 2.486 1 2.486 14.007
f4 166.l66 1 166.166 936.061erreur 0.532 3 0.177total (
orr.) 170.306 7

H0 : f11
= f12

= 0.On a Fobs =
CMf1CMe =

1.080

0.177
= 6.086 < 10.13 = qF1,3(95%), don
 on ne peutpas rejeter H0.

H0 : f21
= f22

= 0.On a Fobs =
CMf2CMe =

0.042

0.177
= 0.237 < 10.13 = qF1,3(95%), don
 on ne peutpas rejeter H0.

H0 : f31
= f32

= 0.On a Fobs =
CMf3CMe =

2.486

0.177
= 14.007 > 10.13 = qF1,3(95%), don
 on rejette

H0.
H0 : f41

= f42
= 0.On a Fobs =
CMf4CMe =

166.166

0.177
= 936.061 > 10.13 = qF1,3(95%), don
 onrejette H0.(
) On a la dé
omposition des données en valeurs ajustées (ŷ) et résidus (r),

y = ŷ + r : essai y ŷ r1 14.26 13.9475 0.31252 6.14 5.9475 0.19253 14.62 14.9175 −0.29754 4.48 4.6875 −0.20755 14.12 14.3275 −0.20756 3.80 4.0975 −0.29757 13.26 13.0675 0.19258 5.38 5.0675 0.3125(d) σ̂2 = CMe = 0.177 .Les 
ommandes suivantes permettent d'obtenir les résultats 
i-dessus ave
 Splus(la première 
ommande impose les 
ontraintes fm1
+ fm2

= 0 (m = 1, . . . , 4)) :> exo5 <- 
(14.26,6.14,14.62,4.48,14.12,3.8,13.26,5.38)> f1 <- fa
tor(rep(
("j","n"),
(4,4)))
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es> f2 <- fa
tor(rep(
("A","A","B","B"),2))> f3 <- fa
tor(
(1.2,1.3,1.3,1.2,1.3,1.2,1.2,1.3))> f4 <- fa
tor(rep(
(100,120),4))> summary(aov(exo5~f1+f2+f3+f4))Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)f1 1 1.0804 1.0804 6.0865 0.0902982f2 1 0.0420 0.0420 0.2369 0.6598110f3 1 2.4864 2.4864 14.0069 0.0332856f4 1 166.1664 166.1664 936.0611 0.0000767Residuals 3 0.5325 0.1775> aov(exo5~f1+f2+f3+f4)$
oef(Inter
ept) f1 f2 f3 f49.5075 0.3675 0.0725 -0.5575 4.5575> sum(summary(aov(exo5~f1+f2+f3+f4))$Sum)[1℄ 170.3079> aov(exo5~f1+f2+f3+f4)$fit1 2 3 4 5 6 7 813.9475 5.9475 14.9175 4.6875 14.3275 4.0975 13.0675 5.0675> aov(exo5~f1+f2+f3+f4)$res1 2 3 4 5 6 7 80.3125 0.1925 -0.2975 -0.2075 -0.2075 -0.2975 0.1925 0.31256. (a) On dé�nit un fa
teur Jour à trois niveaux αi (i = 1, 2, 3), un fa
teur Agentsà quatre niveaux βj (j = 1, . . . , 4) et on pose le modèle yij = µ + αi + βj +
εij (i = 1, 2, 3 et j = 1, . . . , 4).Le fa
teur Jour, s'il est signi�
atif, implique que l'expérien
e n'est pas réalisée
haque jour dans les mêmes 
onditions et que par 
onséquent l'e�
a
ité peutvarier d'un jour à l'autre. Le fa
teur Agents quant à lui signi�e qu'il y a unedi�éren
e d'e�
a
ité entre les quatre agents 
himiques.(b) µ̂ = y.. = 80 ,
α̂1 = y1. − y.. = 1.5 , α̂2 = y2. − y.. = −1.25 , α̂3 = −α̂1 − α̂2 = −0.25 ,
β̂1 = y.1 − y.. = 2 , β̂2 = y.2 − y.. = −1.6̄ et β̂3 = −β̂1 − β̂2 = −0.3̄ .La dé
omposition des valeurs observées selon les e�ets estimés et les résidusest la suivante :

84 80 83 79
79 77 80 79
83 78 80 78

=
83.50 79.833̄ 82.50 80.166̄
80.75 77.083̄ 79.75 77.416̄
81.75 78.083̄ 80.75 78.416̄

+
0.50 0.166̄ 0.50 −1.166̄

−1.75 −0.083̄ 0.25 1.583̄
1.25 −0.083̄ −0.75 −0.416̄



11 Plans d'expérien
es 51(
) Le tableau d'ANOVA est :sour
e SC d.l. CM Test FJour 15.500 2 7.750 4.729Agents 28.667 3 9.556 5.831erreur 9.833 6 1.639total (
orr.) 54.000 11Les 
ommandes suivantes permettent d'obtenir les résultats 
i-dessus ave
 Splus(la première 
ommande impose les 
ontraintes ∑i αi = 0 et ∑j βj = 0) :> options(
ontrasts=
("
ontr.sum","
ontr.sum"))> exo6 <- 
(84,79,83,80,77,78,83,80,80,79,79,78)> Jour <- fa
tor(rep(1:3,4))> Agents <- fa
tor(rep(1:4,rep(3,4)))> summary(aov(exo6~Agents+Jour))Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)Agents 3 28.66667 9.555556 5.830508 0.03275623Jour 2 15.50000 7.750000 4.728814 0.05848241Residuals 6 9.83333 1.638889> aov(exo6~Agents+Jour)$
oef(Inter
ept) Agents1 Agents2 Agents3 Jour1 Jour280 2 -1.666667 1 1.5 -1.25> aov(exo6~Agents+Jour)$fit1 2 3 4 5 6 7 8 983.5 80.75 81.75 79.83333 77.08333 78.08333 82.5 79.75 80.7510 11 1280.16667 77.41667 78.41667> aov(exo6~Agents+Jour)$res1 2 3 4 5 6 7 8 90.5 -1.75 1.25 0.1666667 -0.08333333 -0.08333333 0.5 0.25 -0.7510 11 12-1.166667 1.583333 -0.41666677. (a) On dé�nit un fa
teur Engrais à quatre niveaux αi (i = 1, . . . , 4), un fa
-teur Plant à quatre niveaux βj (j = 1, . . . , 4) et on pose le modèle yij =
µ + αi + βj + εij (i = 1, . . . , 4 et j = 1, . . . , 4).(b) yi. αi44.0000 22.0000 36.0000 34.0000 34.0000 6.437547.0000 43.0000 41.0000 53.0000 46.0000 18.43750.0000 9.0000 10.0000 17.0000 9.0000 −18.562536.0000 14.0000 1.0000 34.0000 21.2500 −6.3125

y.j 31.7500 22.0000 22.0000 34.5000
βj 4.1875 −5.5625 −5.5625 6.9375 y.. = 27.5625 = µ̂



52 11 Plans d'expérien
es(
) Le tableau d'ANOVA est :sour
e SC d.l. CM Test FEngrais 3063.188 3 1021.063 11.337Plants 510.188 3 170.063 1.888erreur 810.562 9 90.062total (
orr.) 4383.938 15
H0 : α1 = α2 = α3 = α4 = 0.On a Fobs =

CMEngraisCMe =
1021.063

90.062
= 11.337 > 3.863 = qF3,9(95%), don
on rejette H0.

H0 : β1 = β2 = β3 = β4 = β5 = 0.On a Fobs =
CMPlantsCMe =

170.063

90.062
= 1.888 < 3.863 = qF3,9(95%), don
 onne peut pas rejeter H0.Les 
ommandes suivantes permettent d'obtenir les résultats 
i-dessus ave
 Splus(la première 
ommande impose les 
ontraintes ∑i αi = 0 et ∑j βj = 0) :> options(
ontrasts=
("
ontr.sum","
ontr.sum"))> exo7 <- 
(44,47,0,36,22,43,9,14,36,41,10,1,34,53,17,34)> Engrais <- fa
tor(rep(
("A","B","C","D"),4))> Plant <- fa
tor(rep(
("I","II","III","IV"),rep(4,4)))> summary(aov(exo7~Engrais+Plant))Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)Engrais 3 3063.188 1021.063 11.33727 0.0020648Plant 3 510.188 170.063 1.88827 0.2020355Residuals 9 810.562 90.062> aov(exo7~Engrais+Plant)$
oef(Inter
ept) Engrais1 Engrais2 Engrais3 Plant1 Plant2 Plant327.5625 6.4375 18.4375 -18.5625 4.1875 -5.5625 -5.56258. (a) On dé�nit un fa
teur Groupe à trois niveaux αi (i = 1, 2, 3), ave
 deux ob-servations pour le niveau 1 (n1 = 2) , quatre observations pour le niveau 2(n2 = 4) et trois observations pour le niveau 3 (n3 = 3) et on pose le modèle

yij = µ + αi + εij (i = 1, 2, 3 et j = 1, . . . , ni).On dé�nit ainsi un niveau pour 
haque méthode et l'analyse de varian
e per-met ensuite de tester H0 : α1 = α2 = α3 = 0, 
'est-à-dire s'il y a ou non unedi�éren
e signi�
ative entre le pla
ebo, l'aspirine et le nouveau médi
ament.(b) µ̂ = y.. = 2.1583̄ ,
α̂1 = y1. − y.. = 1.0416̄ , α̂2 = y2. − y.. = 0.616̄ et α̂3 = −α̂1 − α̂2 = −1.6583̄ .On a la dé
omposition des valeurs observées en somme de valeurs ajustées(ŷ) et résidus (r), y = ŷ + r :
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es 53
y ŷ r0.0 0.500 −0.5001.0 0.500 0.5002.3 2.775 −0.4753.5 2.775 0.7252.8 2.775 0.0252.5 2.775 −0.2753.1 3.200 −0.1002.7 3.200 −0.5003.8 3.200 0.600(
) Le tableau d'ANOVA est :sour
e SC d.l. CM Test FGroupes 9.701 2 4.851 14.944erreur 1.948 6 0.325total (
orr.) 11.649 9Les 
ommandes suivantes permettent d'obtenir les résultats 
i-dessus ave
 Splus(la première 
ommande permet d'imposer la 
ontrainte ∑i αi = 0) :> options(
ontrasts=
("
ontr.sum","
ontr.sum"))> exo8 <- 
(0,1,2.3,3.5,2.8,2.5,3.1,2.7,3.8)> Groupes <- fa
tor(
(rep("P",2),rep("N",4),rep("A",3)))> summary(aov(exo8~Groupes))Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)Groupes 2 9.701389 4.850694 14.94437 0.004672818Residuals 6 1.947500 0.324583> aov(exo8~Groupes)$
oef(Inter
ept) Groupes1 Groupes22.158333 1.041667 0.6166667> aov(exo8~Groupes)$fit1 2 3 4 5 6 7 8 90.5 0.5 2.775 2.775 2.775 2.775 3.2 3.2 3.2> aov(exo8~Groupes)$res1 2 3 4 5 6 7 8 9-0.5 0.5 -0.475 0.725 0.025 -0.275 -0.1 -0.5 0.6
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es



Chapitre 12Tests khi-deux1. Le tableau théorique est
R ≥ 30000 R ≥ 12000

R ≥ 60000 R < 60000 R < 30000 R < 12000Républi
ain 36.7 25.7 25.7 22Démo
rate 53.3 37.3 32 32Autre 10 7 7 2Pour la statistique de Pearson, on obtient Pearson obs = 45.12 ; le quantile 
or-respondant est qχ2
6(95%) = 12.59 < 45.12 . Don
 on rejette l'hypothèse de l'indé-pendan
e entre le salaire et l'a�liation politique.2. Les répartitions théoriques sont[0,70) [70,85) [85,100) [100,115) [115,130) [130,∞)22.75 135.91 341.34 341.34 135.91 22.75Pour la statistique de Pearson, on obtient Pearsonobs = 13.21 ; le quantile 
or-respondant est qχ2
5(95%) = 11.07 < 13.21 . Don
 on rejette l'hypothèse Z ∼

N (100, 225).3. Tableau de 
ontingen
ef nf totalm 400 200 600nm 300 100 400total 700 300 1000 Tableau théoriquef nfm 420 180nm 280 120Pour la statistique de Pearson, on obtient Pearsonobs = 7.94 ; le quantile 
orres-pondant est qχ2
1(95%) = 3.84 < 7.94 . Don
 on rejette l'hypothèse de l'indépen-dan
e entre la 
onsommation du 
ho
olat et des 
igarettes.4. Dans 
et exer
i
e la statistique de Pearson est donnée parPearson =

∑ (2000 ·Mi
hon − 2000 · in
onnu)2

2000 ·Mi
honet on observe Pearsonobs = 380.08 ; le quantile 
orrespondant est qχ2
9(99%) =

21.67 . Don
 on peut rejeter l'hypothèse nulle que Ephrem Mi
hon est l'auteur dunouvel ouvrage au niveau α = 1%.
55



56 12 Tests khi-deux5. (a) On obtient x̄ = 4.5 <,, λ̂ = 2/9 et les fréquen
es théoriques suivantesintervalle 0�2 2�4 4�6 6�8 8�10 10�12fréquen
e 0.3588 0.2301 0.1475 0.0946 0.0606 0.038976 · fréquen
e 27.27 17.49 11.21 7.19 4.61 2.96intervalle 12�14 14�16 16�18 18�26 26�28 28�∞fréquen
e 0.0249 0.0150 0.0162 0.0152 0.0011 0.00276 · fréquen
e 1.89 1.21 0.78 1.16 0.08 0.15(b) Les nombres d'observations obtenus par la répartition théorique dans lesdernières 
lasses sont trop petites ; pour e�e
tuer le test khi-
arré on doitregrouper les 
lasses :intervalle 0�2 2�4 4�6 6�8 8�12 12�∞observation oj 30 15 11 9 5 676 · fréquen
e 27.27 17.49 11.21 7.19 7.57 5.28Pour la statistique de Pearson, on obtient Pearsonobs = 2.06 ; les degrés deliberté sont 6−1−1 = 4 ; le quantile 
orrespondant est qχ2
4(95%) = 9.488 >

2.06 . Don
 on ne peut pas rejeter l'hypothèse nulle, la qualité de l'ajustementde la loi exponentielle est su�sante.



Chapitre 13Analyse en 
omposantes prin
ipales1. (a) La variable Y4 pour le premier ve
teur propre et la variable Y1 pour ledeuxième ve
teur propre.(b) Les variables Y3, Y4 et Y5 (éventuellement Y2) pour le premier ve
teur propreet la variable Y1 pour le deuxième ve
teur propre.(
) Lorsque l'ACP est e�e
tuée sur la matri
e de 
ovarian
e, toutes les variablessont supposées avoir la même é
helle. Or, dans 
et exemple, il est 
lair quela variable Y4, ainsi que la variable Y1, ont des valeurs nettement supérieuresaux valeurs des autres variables, Y2, Y3 et Y5. Il n'est don
 pas surprenantque 
es deux variables soient les plus prépondérantes dans la proje
tion bi-dimensionnelle trouvée dans i).(d) Il faudrait 
entrer et réduire les variables (les standardiser).2. (a) On aimerait 
onnaître la stru
ture de 
e jeu de données, mais 
omme onze va-riables sont observées, il est di�
ile de les représenter graphiquement. L'ACPpermet de résumer 
es variables à deux ou trois 
omposantes importantes.(b) On explique 5.04 + 1.95

11
= 63.55% de la variation (11 étant le nombre devariables).(
)
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58 13 Analyse en 
omposantes prin
ipalesOn distingue essentiellement trois groupes :
• années 1872�1920, 
ara
térisées par de fortes dépenses dans leministère DET, DIV et DET mais peu dedépenses pour AGR, CMI, EDU, ACS et LOG ;
• années 1923�1935, 
ara
térisées par de fortes dépenses pourACO et faibles pour PVP et TRA ;
• années 1956�1971, 
ara
térisées par de grandes dépenses pourAGR, ACS et EDU.3. Les valeurs des moyennes empiriques des données manquent dans l'énon
é del'exer
i
e. Soient ū, w̄, uw, u2 , respe
tivement w2 
es moyennes pour ui, wi,

uiwi, u2
i , respe
tivement w2

i (i = 1, . . . , n), alors on donne ū = 1.98, ū = −3.02,
uw = −5.86, u2 = 4.09 et w2 = 9.81.(a) La dimension de Y est n × 5 ; les 
olonnes de 
ette matri
e sonty1 =




u1...
un


 , y2 =




w1...
wn


 , y3 =




u1 w1...
un wn


 ,y4 =




u2
1...

u2
n


 et y5 =




u2
1...

w2
n


 .(b) Posons

E =

(
e11 e12

e21 e22

)
, m =

(
m1

m2

) et z =

(
u

w

)
.On a

0 = e11 u2 + 2 e12 uw + e22 u2

− 2u (e11 m1 + e12 m2) − 2w (e21 m1 + e22 m2) + f

⇐⇒ 0 = z T
E z − 2 z T

Em + f = 0.A partir des données de l'exer
i
e, on dé�nit
Ê =

(
−0.164 0.041

0.041 −0.038

)
,et en résolvant le système

−2 Ê m̂ =

(
0.902

−0.390

)
, on trouve m̂ =

(
2.010

−2.969

)
.(
) Transformons l'équation de l'ellipse sous la forme (x − c1)

2

a2
+

(y − c2)
2

b2
= 1,où (c1, c2) est son 
entre et a et b sont les longueurs de ses demi-axes. Soit

P, la matri
e dont les 
olonnes sont les ve
teurs propres (normés) de Ê et
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λ1 , λ2 les valeurs propres asso
iées. Posons D =

(
λ1 0
0 λ2

)
. On a alors

Ê = P
T
DP (P−1 = P

T 
ar P orthogonale).Ainsi, on a
0 = z T

Ê z − 2 z T
Ê m̂ + f

⇐⇒ 0 = 2 z T
P

T
DP z − 2 z T

P
T
PÊ m̂ + f

⇐⇒ 0 = z̃ T
D z̃ − 2 z̃ T

PÊ m̂ + fave
 z̃ = P z =

(
ũ

w̃

)
, (z = P

T z̃ ). En posant PÊ m̂ =

(
α

β

), on obtient :
0 = λ1 ũ2 + λ2 w̃2 − 2α ũ − 2β w̃ + f

⇐⇒ λ1

(
ũ2 − 2

α

λ1
ũ +

α2

λ2
1

)
+ λ2

(
w̃ − 2

β

λ2
w̃ +

β2

λ2
2

)
=

α2

λ2
1

+
β2

λ2
2

− f

⇐⇒ (ũ − α/λ1)
2

1/λ1
+

(w̃ − β/λ2)
2

1/λ2
=

α2

λ2
1

+
β2

λ2
2

− f .On en déduit :
c1 =

α

λ1
, c2 =

β

λ2
, a2 =

α2/λ2
1 + β2/λ2

2 − f

λ1
et b2 =

α2/λ2
1 + β2/λ2

2 − f

λ2
2

.Valeurs numériques : c1 = −2.276 , c2 = 2.770 , a = 1.309 et b = 0.502 .L'ellipse 
her
hée s'obtient en appliquant la transformation z = P
Tz̃ auxpoints de l'ellipse obtenus 
i-dessus.Il reste en
ore à déterminer la 
onstante f . Soient mu, mw, muw, m2
u, m2

w,l'espéran
e de respe
tivement U , W , UW , U2 et W 2. On a don

a1(U−mu)+a2(W−mw)+a3(UW−muw)+a4(U

2−mu2)+a5(W
2−mw2) = 0pour tout a1, . . . , a5 ∈ R. Comme on 
onnaît les moyennes empiriques, onpeut é
rire :

0 = a10(u − ū) + a01(u − ū) + a11(uw − uw) + a20 (u2 − ū2) + a02(w
2 − w̄2)

= a10 u + a01 w + a11 uw + a20 u2 + a02 w2

+ (−a10 ū − a01 w̄ − a11 uw − a20 ū2 − a02 w̄2).Ainsi
f = (a10 ū + a01 w̄ + a11 uw + a20 ū2 + a02 w̄2) = −1.441.Les 
ommandes Splussuivantes permettent de 
al
uler l'équation de l'ellipseet de la dessiner :E <- matrix(
(-0.164,0.0409,0.0409,-0.038),n
ol=2)d <- eigen(E)$valuem <- solve(-2*E,
(0.902,-0.39))



60 13 Analyse en 
omposantes prin
ipalesP <- eigen(E)$ve
torr <- P%*%E%*%m
e <- r/df <- -(0.902*1.98-0.39*(-3.02)+0.0818*(-5.86)-0.164*4.09-0.038*9.81)k <- (r[1℄^2)/d[1℄ + (r[2℄^2)/d[2℄ - fa <- sqrt(k/d[1℄)b <- sqrt(k/d[2℄)x <- seq(
e[1℄-a,
e[1℄+a,length=1000)z1 <- 
bind(x,
e[2℄-b*sqrt(1-((x-
e[1℄)/a)^2))z2 <- 
bind(rew(x),
e[2℄+b*sqrt(1-((rew(x)-
e[1℄)/a)^2))u <- rbind(z1,z2)%*%Pplot(u,type="l",xlab="u",ylab="w")

u

v
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Chapitre 14Modèles linéaires1. Le diagramme bran
he-et-feuille nous donne :0 1333456781 066892 022273 0594 55 36789 11011 2La forme du diagramme nous suggère une transformation ave
 λ < 1 (
f. page219/225(1997) ou page 231/237(2001) ). Le diagramme bran
he-et-feuille ave

λ = 1

2 , 
'est-à-dire les ra
ines 
arrées des observations originales, nous donne :1 167892 25683 14 013357775 2496 377 389 510 6Nous 
onstatons en
ore une asymétrie sur la gau
he. Le diagramme bran
he-et-feuille ave
 λ = 0, 
'est-à-dire les logarithmes des observations originales, nousdonne : 9 510 2345811 112512 00112333568913 0279Cette fois-
i les données sont asymétriques vers la droite. Les deux derniers dia-grammes nous suggèrent une transformation ave
 λ entre 0 et 1/2.61



62 14 Modèles linéairesRemarque : Il existe des mesures statistiques numériques 
ara
térisant la symé-trie. Parmi elles, on peut 
iter le 
oe�
ient d'asymétrie dé�ni par :
γ =

m3

s3
=

∑n
i=1(xi − x̄)3

(n − 1)s3
,des données symétriques sont 
ara
térisées par γ = 0.2. Soient ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 les vraies dénivellations et xi, i = 1, . . . , 4, les valeurs mesurées,
'est-à-dire x1 = 1040 , x2 = −480 , x3 = 800 et x4 = −1350 . La 
ontrainte est

ξ1 + · · · + ξ4 = 0. Le modèle linéaire est :



x1

x2

x3

x4


 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







ξ1

ξ2

ξ3

ξ4


+




ε1

ε2

ε3

ε4


ave
 ( 1 1 1 1

)



ξ1

ξ2

ξ3

ξ4


 = 0.Nous trouvons alors




ξ̂1

ξ̂2

ξ̂3

ξ̂4

λ




=




1 0 0 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
1 1 1 1 0




−1


ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

0




=
1

4




3 −1 −1 −1 1
−1 3 −1 −1 1
−1 −1 3 −1 1
−1 −1 −1 3 1

1 1 1 1 −1







ξ1

ξ2

ξ3

ξ4

0




.

D'où l'on tire la solution ξ̂1 = 1037.5 , ξ̂2 = −482.5 , ξ̂3 = 797.5 et ξ̂4 = −1352.5 .(Le surplus −10m est distribué uniformément sur toutes les dénivellations.)3. Le temps de 
oagulation sanguin doit être expliqué par la 
on
entration et le typede l'agent 
oagulant. Pour 
ommen
er nous représentons graphiquement le tempsen fon
tion de la 
on
entration séparément pour les deux agents. Il est évidentque la relation entre les variables n'est pas linéaire et nous prenons la ré
iproquede la 
on
entration 
omme nouvelle variable expli
ative, 
f. la �gure 
i-dessous.
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Nous 
ommençons en ajustant le modèle le plus simple, où le temps y est expliquépar la variable z, la ré
iproque de la 
on
entration et le fa
teur f le type de l'agent
oagulant. Voi
i la sortie du logi
iel statistique Splus :> x <- 
(5,10,15,20,30,40,60,80,100)> y1 <- 
(118,58,42,35,27,25,21,19,18)> y2 <- 
(69,35,26,21,18,16,13,12,12)> z <- 1/x> f <- fa
tor(rep("a",length(x)), rep("b",length(x)))> y <- 
(y1,y2)> z <- 
(z,z)> options( 
ontrasts=
('
ontr.sum','
ontr.sum'))> summary( lm(y~z+f))Call: lm(formula = y ~ z + f)Residuals:Min 1Q Median 3Q Max-14.06 -3.003 -2.217 4.113 19.28Coeffi
ients: Value Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) 9.1510 2.4415 3.7481 0.0019z 408.7016 30.1003 13.5780 0.0000f 7.8333 1.7332 4.5195 0.0004Residual standard error: 7.353 on 15 degrees of freedomMultiple R-Squared: 0.9318F-statisti
: 102.4 on 2 and 15 degrees of freedom, the p-value is 0



64 14 Modèles linéairesL'ajustement semble être satisfaisant, mais le graphique des résidus en fon
tiondes valeurs ajustées (
f. la �gure 
i-dessous) révèle que l'é
art-type des résidusaugmente linéairement, nous allons par 
onséquent ajuster une régression pondé-rée. Voi
i la sortie de Splus :> summary( lm(y~z+f,weights=1/z^2))Call: lm(formula = y ~ z + f, weights = 1/z^2)Residuals:Min 1Q Median 3Q Max-90.08 -44.35 -12.25 47.46 156.9Coeffi
ients: Value Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) 11.1850 0.5304 21.0880 0.0000z 358.9878 26.9582 13.3165 0.0000f 3.6306 0.3272 11.0949 0.0000Residual standard error: 70.56 on 15 degrees of freedomMultiple R-Squared: 0.9524F-statisti
: 150.2 on 2 and 15 degrees of freedom, the p-value is 0Les résidus, qui étaient grands avant l'introdu
tion de la pondération, ont en
oreaugmenté, mais nous 
onstatons une amélioration dans l'ajustement des autrespoints (
f. �gure). L'importan
e des grands résidus dans 
e graphique est sures-timé, 
ar leur taille devrait aussi être pondérée. Finalement un terme d'intera
tionentre z et f est en
ore introduit, le sortie de Splus indique qu'il est signi�
atif, legraphique des résidus en fon
tion des valeurs ajustées révèle en
ore une amélio-ration (
f. �gure).> summary( lm(y~z+f+z:f, weights=1/z^2))Call: lm(formula = y ~ z + f + z:f, weights = 1/z^2)Residuals:Min 1Q Median 3Q Max-44.33 -23.34 -2.9 12.05 69.28Coeffi
ients: Value Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) 11.1850 0.2277 49.1200 0.0000z 358.9878 11.5736 31.0178 0.0000f 2.1596 0.2277 9.4841 0.0000z:f 95.0047 11.5736 8.2087 0.0000Residual standard error: 30.29 on 14 degrees of freedomMultiple R-Squared: 0.9918F-statisti
: 565.8 on 3 and 14 degrees of freedom, the p-value is 0La démar
he d'une régression pondérée est hasardeuse, 
ar la stru
ture dans lespremiers résidus pourrait aussi être parabolique, 
e qui nous amène à introduireplut�t un terme z^2. Le graphique 
orrespondant nous montre qu'en e�et les



14 Modèles linéaires 65résidus n'augmentent plus.> summary( lm(y~z+z^2+f+z:f))Call: lm(formula = y ~ z + z^2 + f + z:f)Residuals:Min 1Q Median 3Q Max-1.372 -0.7314 0.133 0.7231 0.9897Coeffi
ients: Value Std. Error t value Pr(>|t|)(Inter
ept) 12.2384 0.4414 27.7235 0.0000z 284.8950 13.7531 20.7149 0.0000I(z^2) 605.7822 64.9460 9.3275 0.0000f 1.4990 0.2921 5.1320 0.0002z:f 110.8768 3.6010 30.7908 0.0000Residual standard error: 0.8797 on 13 degrees of freedomMultiple R-Squared: 0.9992F-statisti
: 3836 on 4 and 13 degrees of freedom, the p-value is 0
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4. i. Pour la loi χ2
ν = G(ν/2, 1/2) et pour la loi de Poisson, 
ette relation est vraie.ii. Pour la loi exponentielle, 
ette relation est vraie.



66 14 Modèles linéaires5. Non, le test t de Student ne peut pas s'appliquer dire
tement, 
ar les varian
esdes deux é
hantillons ne sont pas les mêmes (
f. �gure). De plus, les deux jeuxde données sont fortement asymétriques. Les données doivent être transformées,d'après l'indi
ation à la page 227(1997)/239(2001) du livre nous trouvons λ =
−1.92.

0
1

2
3

4

X Y

Boxplots des longeurs moyennes

Nous appliquons le test t de Student pour tester l'égalité des moyennes des deuxé
hantillons x et y transformés. Les valeurs numériques sont : n = m = 16, x̄ =
113.21 , ȳ = 585.14 , s2

x = 241.67 , s2
y = 1792.08 , Tobs = −0.3691 et qt30(95%) =

1.697 . Don
, les moyennes ne sont pas signi�
ativement di�érentes.Remarque : la statistique de test appliquée aux données brutes est 0.6761.6. i. On a
X

T
X = I4, B =




1 0 −1 0
0 1 0 −1
1 1 1 1


 ,et en résolvant le système 
orrespondant, on trouve α̂1 = α̂3 = 119.925 et

α̂2 = α̂4 = 60.075 .ii. On trouve
σ̂2 =

1

4 − 4 + 3

4∑

i=1

(ai − α̂i)
2 = 2.429 ,

Var(α̂) = σ̂2
P = 2.429




1
4 −1

4
1
4 −1

4

−1
4

1
4 −1

4
1
4

1
4 −1

4
1
4 −1

4

−1
4

1
4 −1

4
1
4




.iii. Chaque ligne de la matri
e X apparaît deux fois, mais la matri
e des 
ontrain-tes B reste la même.iv. La varian
e diminue.



Chapitre 15Inféren
e non paramétrique1. La statistique Dn de Kolmogorov-Smirnov est égale à 0.2743 . Ave
 n = 20 onobtient n1/2Dn = 1.227 , la valeur 
ritique du tableau 15.5 du livre (page 260(1997)ou 272(2001) ) pour n = 20 est égale à 1.315 > 1.227 , on ne peut par 
onséquentpas rejeter l'hypothèse que les données suivent une loi normale. La �gure 
i-dessousmontre la distribution empirique des données 
entrées réduites et la distributionde la loi normale 
entrée réduite.
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duree d’activite standardisee

Distribution empirique et loi normal

2. Supposons Fpaysan(t) = Fautre(t − ∆), les hypothèses sont H0 : ∆ = 0 et H1 :
∆ 6= 0. La statistique de Wil
oxon est W = 41.5+22+13+18+20+10+30.5+
36 + 39 + 45 + 34 + 6 = 321 . Les é
hantillons sont assez grands pour justi�erl'approximation suivante

W − n(n+m+1)
2√

nm(n+m+1)
12

∼ N (0, 1).La valeur observée est égale à 0.6428 < 1.96 , don
 on ne peut pas rejeter l'hypo-thèse qu'il n'y a pas de di�éren
e physique.3. On regarde les di�éren
es �après-avant� 
ar les é
hantillons sont appariés. Leshypothèses pour le 
entre de symétrie µ sont H0 : µ = 0 et H1 : µ < 0, 
ar ons'intéresse à la diminution de la tension du sang. Le s
ore de Wil
oxon pour uné
hantillon est W+ = 8.5+4+1+10+6 = 29.5 ; la valeur 
ritique du tableau 15.3du livre (page 258(1997) ou 270(2001) ) pour n = 15 est qW+
15(5%) = 30 > 29.5 ,don
 on rejette l'hypothèse nulle : �l'e�et du traitement est signi�
atif�.4. (a) Les é
hantillons sont non-appariés don
 on utilise le test de Wil
oxon pourdeux é
hantillons. Les hypothèses sont H0 : ∆ = 0 et H1 : ∆ < 0 (dimi-nution). Le s
ore de Wil
oxon est égal à W = 115 ; la valeur 
ritique dutableau 15.1 du livre (page 254(1997) ou 266(2001) ) est qW9,9(5%) = 66 etalors qW9,9(95%) = 9 ·19−66 = 105 < 115 , don
 on doit rejeter l'hypothèsenulle : �l'e�et du traitement est signi�
atif�.67



68 15 Inféren
e non paramétrique(b) L'autre test que l'on peut utiliser est le test t de Student pour deux é
han-tillons ; il est �able sous les 
onditions suivantes :� les varian
es des deux é
hantillons sont égales,� les observations sont non-
orrélées,� les deux é
hantillons sont non-
orrélés,� les mesures sont distribuées selon une loi normale.Pour véri�er 
es 
onditions on utilise le diagramme bran
he-et-feuilleavant après3 155894 975 5943 6 0574 7 3821 9Le diagramme montre une asymétrie dans les observations, don
 la loi nor-male n'est pas un bon modèle, il faut par 
onséquent préférer le test deWil
oxon.5. On regarde les di�éren
es �nouveau-
ontr�le� 
ar les é
hantillons sont appariés.(a) Les hypothèses sont H0 : µ = 0 et H1 : µ > 0 (amélioration). Le s
orede Wil
oxon pour un é
hantillon est égal à W+ = 8 + 10 + 7 + 9 + 2 + 1
2 ·

1 + 6 = 42.5 ; la valeur 
ritique du tableau 15.3 du livre (page 258(1997) ou270(2001) ) est égale à qW+
10(5%) = 10 d'où qW+

10(95%) = 55 − 10 = 45 eton ne rejette pas l'hypothèse nulle.(b) L'autre test que l'on peut utiliser est le test t de Student ; il est �able siles observations sont indépendantes et distribuées selon une loi normale demême varian
e.6. (a) H0 : Les performan
es des trois types de montres sont identiques.
H1 : Les performan
es des trois types de montres sont di�érentes.On utilise la statistique de Kruskal-Wallis K ave
 R1+ = 50, R2+ = 29,
R3+ = 41, I = 3 et n = 5. On observe Kobs = 12

15·16

∑
R2

i+/5− 3 · 16 = 2.22 .La valeur 
ritique de la loi khi-
arré ave
 3 − 1 degrés de liberté est égale à
qχ2

2(95%) = 5.991 > 2.22 , don
 on ne peut pas rejeter l'hypothèse nulle.(b) On 
onsidère le modèle yij = µ + αi + εij ave
 i = 1, 2, 3 et j = 1, 2, 3, 4, 5.L'hypothèse nulle est alors H0 : α1 = α2 = α3 = 0, 
'est-à-dire les troisé
hantillons ont la même moyenne. Le tableau d'ANOVA 
onstruit ave
Splus est (la première 
ommande impose la 
ontrainte ∑i αi = 0) :> options(
ontrasts=
('
ontr.sum','
ontr.sum'))> montre <- 
(0.1,0.08,0.22, ... ,0.72)> alpha <- fa
tor(rep(1:3,
(5,5,5)))> summary(aov(montre~alpha))Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)alpha 2 1.96572 0.9828600 1.084886 0.3689013Residuals 12 10.87148 0.9059567La p-valeur du test de Fisher est supérieure à 5%, don
 on ne peut pas rejeterl'hypothèse nulle.



15 Inféren
e non paramétrique 697. (a) Les 
ommandes suivantes permettent d'obtenir les résultats ave
 Splus (lapremière 
ommande impose les 
ontraintes ∑i αi = 0 et ∑j βj = 0) :> options(
ontrasts=
('
ontr.sum','
ontr.sum'))> temps <- 
(0.3,0.1,5.7,5.8, ... 25.8,25.4)> A <- fa
tor(rep(
(1,1,2,2,3,3),4))> B <- fa
tor(rep(1:4,
(6,6,6,6)))> summary(aov(temps~A+B))df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)A 2 400.00 200.0000 2535.211 0B 3 756.36 252.1200 3195.887 0Residuals 18 1.42 0.0789Ainsi le fa
teur A et le fa
teur B sont hautement signi�
atifs.(b) La 
ommande intera
tion.plot(A,B,temps) nous donne la �gure suivante :
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Comme les droites sont quasiment parallèles, on peut 
on
lure qu'il n'y a pasd'intera
tion. La p-valeur 
al
ulée ave
 Splus pour l'hypothèse nulle : �il n'ya pas d'intera
tion� est d'ailleurs 23.1%.(
) Le test de Kruskal-Wallis permet d'e�e
tuer une analyse de varian
e à unevoie. On pro
ède don
 en deux étapes : on teste si le fa
teur A est signi�
atif,puis la même démar
he pour le fa
teur B.Fa
teur A : On a I = 3, n = 8 et N = 24. On trouve R1+ = 65.5 ,
R2+ = 98 et R3+ = 136.5 . Don
 la statistique de test de Kruskal-Wallisest Kobs = 6.32 > 5.991 = qχ2

2(95%) et on peut rejeter l'hypothèse H0 : �lefa
teur A n'est pas signi�
atif� ave
 une p-valeur de 4.2%.Fa
teur B : On a I = 4, n = 6 et N = 24. On trouve R1+ = 34, R2+ = 52,
R3+ = 91 et R4+ = 123. Don
 la statistique de test de Kruskal-Wallis est
Kobs = 15.9 > 7.815 = qχ2

3(95%) et on peut rejeter l'hypothèse H0 : �lefa
teur B n'est pas signi�
atif� ave
 une p-valeur de 0.1%.Les 
ommandes Splus pour e�e
tuer un test de Kruskal-Wallis sont :> kruskal.test(temps, A)> kruskal.test(temps, B)
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Chapitre 16Séries temporelles1. Selon les graphiques, on 
onstate une 
orrélation dans la série, 
ar les auto
orré-lations ne sont pas toutes 
ontenues dans l'intervalle de 
on�an
e [± 1.96/
√

n
] .
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 Series : tsv

2. Si Y (t) est un pro
essus de moyenne µ, alors on peut l'é
rire 
omme Y (t) =
µ+Y ∗(t), où Y ∗(t) est un pro
essus de moyenne 0 . Don
 Y (t)−µ est un pro
essusAR(2) et les auto
ovarian
es s'é
rivent

γ0 = α1γ1 + α2γ2 + σ2,

γ1 = α1γ0 + α2γ1 ,

γ2 = α1γ1 + α2γ0 ,

γ3 = α1γ2 + α2γ1 ,...
γk = α1γk−1 + α2γk−2 .Pour les auto
orrélations, on a pour k = 0

1 = α1ρ1 + α2ρ2 + σ2/γ0 ,et pour k > 0 , on rempla
e les γk par ρk (et on obtient les équations de Yule-Walker).3. (a) Les équations de Yule-Walker pour un pro
essus AR(2) s'é
rivent :
ρ1 = α1 + α2ρ1 ,

ρ2 = α1ρ1 + α2 ,ave
 ρ1 = 0.354 et ρ2 = 0.26 . En résolvant le système on obtient : α̂1 = 0.299et α̂2 = 0.154 . 71



72 16 Séries temporelles(b) Comme ȳ = 0. ŷ101 = α̂1ŷ100 + α̂2ŷ99 = −0.234 et ŷ102 = α̂1ŷ101 + α̂2ŷ100 =
−0.207 .4. (a) C'est la série des deuxièmes di�éren
es, 
ar les observations ont une tendan
equadratique. Dans la série des premières di�éren
es on 
onstate en
ore unetendan
e linéaire. Par 
ontre, dans les séries des di�éren
es supérieures, onne voit plus de tendan
es au 
ours du temps.(b) i. Pour k = 0, on a

1 = α1ρ1 + α2ρ2 + α3ρ3 + σ2/γ0 , (1)pour k > 0, on a les équations de Yule-Walker (
f. page 277(1997) ou296(2001) ).ii. De (1), on tire
γ0 =

σ2

1 − α1ρ1 − α2ρ2 − α3ρ3
.iii. En se basant sur les équations de Yule-Walker, on ne doit que résoudrele système linéaire




ρ1

ρ2

ρ3


 =




1 ρ1 ρ2

ρ1 1 ρ1

ρ2 ρ1 1






α1

α2

α3


 . (2)(
) A partir de (2), on trouve α̂1 = 0.5282 , α̂2 = 0.3253 et α̂3 = −0.0654 .5. Soient les identités suivantes

N∑

t=1

cos
(2πpt

N

)
cos
(2πqt

N

)
=





0 si 0 ≤ p 6= ⌊N/2⌋,
N/2 si 0 < p = q < ⌊N/2⌋,
N sinon.

N∑

t=1

sin
(2πpt

N

)
cos
(2πqt

N

)
= 0, (3)

N∑

t=1

sin
(2πpt

N

)
sin
(2πqt

N

)
=





0 si 0 ≤ p 6= ⌊N/2⌋,
N/2 si 0 < p = q < ⌊N/2⌋,
N sinon.qu'on peut prouver en utilisant la représentation

cos(x) =
1

2

(eix + e−ix
)
, sin(x) =

1

2

(eix − e−ix
)
.A�n d'obtenir l'orthogonalité des 
olonnes de la matri
e sous (3), il faut que

n∑

i=1

cos
(2πpti

2n

)
cos
(2πqti

2n

)
= 0,

n∑

i=1

cos
(2πpti

2n

)
sin
(2πqti

2n

)
= 0,

n∑

i=1

sin
(2πpti

2n

)
sin
(2πqti

2n

)
= 0,ave
 p, q = 2k, k = 0, 1, 2, . . . , n − 1 . Ainsi, on peut dire
tement appliquer (3) enposant N = 2n .


